Maths en PCSI Année 2019 - 2020

Feuille d’exercices n°25

Séries numeériques

Exercice 1 : Somme d’une série numérique convergente

Dans chaque cas, montrer que la série E uy, converge et déterminer sa somme :
n+1lq2—nm 1
a) u, =2""73°7", b) up =In{1-—|.
n

2\" 2
Correction : a) Pour tout n € N, u,, = 2"713*™" = 18 (3) et 0 < 3 < 1.

+o0o n
2 18
Donc Z Uy, est une série géométrique convergente |, de somme S = Z 18 <3> =1 2= 54|

1
b)PourtoutnEN*,onal——Q>0<:>n2>1<:>n>1.
n n>0

—1 1
De plus, pour tout entier n > 2, u, =In <(n)(2n+)> =In(n —1) —In(n) + In(n + 1) — In(n).

n

Donc, pour tout entier N > 2, la somme partielle d’ordre N est

N
Sy = Y [n(n—1)=In(n)+n(n+1) —In(n)]
n=2
N N
L= D 1) —In@)]+ 3 [In(n+1)—In(n)]
n=2 n=2

= In(1) — In(N) + In(N + 1) — In(2).

télescopage

1
Donc Sy =In (1 + N) —1In(2) ij —In(2).

+o0o
1
Donc g uy, converge et a pour somme S = E In (1 - ) =—In(2)|
n

n>2 n=2

Exercice 2 : Somme d’une série numérique convergente-bis

p eN Y L —
our n on pose u, = arctan .
» O POSE tn nt +n? 42

1. Montrer que la série E U, CONVerge.
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2n

Correction : On pose Tn=—F1"5 %5 Pour tout n € N, nt*4+n24+2>2>0et
n*+n=+42
2n_ 2
g = 0

Donc u,, = arctan (x,) ~ zp ~ — > 0.
n

1 - : :
3> 1 donc g —; est une série de Riemann qui converge.
n

Par comparaison de séries a termes positifs, | la série g Uy, converge |.

—b
2. Montrer que pour tout (a,b) € (R;)?, arctan(a) — arctan(b) = arctan (1a+ b>'
a

Correction : Pour tout (a,b) € (R )2,

0 < arctan(a) < g, 0 < arctan(b) < g et — g < arctan(a) — arctan(b) <

Donc  arctan(a) — arctan(b) = arctan (tan (arctan(a) — arctan(b))), avec

v N

tan(arctan(a)) — tan(arctan(b))  a—b
1 + tan(arctan(a)) tan(arctan(b)) 14 ab’

tan (arctan(a) — arctan(b)) =

par les formules d’addition.

-b
Donc, | pour tout (a,b) € (Ry)?, arctan(a) — arctan(b) = arctan <1a+ b> '
a

3. Montrer que pour tout n € N, n* +n?> 4+ 1= (n> 4+ n+1)(n®> — n + 1).

Correction : Pour tout n € N,

P4n+D)n2—n+)=n*—nP+n2+n—nP+n+n>—n+1=n*+n?+1

Donc, |pour tout n € N, nt+n?>+1=m*>+n+1)(n*—n+1)|

4. En déduire la somme de la série de terme général wu,,.

3
Correction : Pour tout n € N, n2+n+1> 0 et n? —n—i—l-(n—) 4+ — >0, donc
(

4
2n M2+n+1)—(n?>—n+1)
U, = arctan [ ——— arctan et
n* +n2 +2 I+ 2 +n+1)(n?>—n+1)

Un = arctan(n® +n + 1) — arctan(n2 —n+1) =arctan(n(n + 1) + 1) —arctan(n(n — 1) + 1).

n'g

Un+1 =Un
Donc, pour tout entier NV, on a
N T w T
SN = Zun = T;) Un41 — Un) lesoapage arctan(N(N + 1) + 1) — arctan(1) pardt il s

+oo
2n
Donc | la somme de la série Z U, est S = Z arctan () =

m
nt+n?+2 4
n=0
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Exercice 3 : Comparaison suite-série
: . nl re\n .
Montrer que la suite de terme général u, = ——. (—) converge vers un réel C' > 0.
n

NG

Correction : Soit n € N*| on pose
_ _ n il e 1
v, = In(uy) = In(n!) + In(e") — In (n 2) = kzlln(k:) +n— (n + 2) In(n).
Montrons que Z(”nﬂ — vp,) converge. On a

1
Untl — Up = ln(n+1)+1—<n+g)ln(n+1)+<n+2>ln(n)

~ - <n + ;) (In(n + 1) — In(n)]

1 1
= 1(n+>ln 1+>
2 n

1 1 1 1 1 1
—>Odoncln(1+>:—+ +o(>.0nendéduitque
n n

n 2n2 | 3n3 n3
1 1 1 1 1
Un+1 —Up = 1-— n—i—i E_W_}_ﬁ—’_o ﬁ
S Ly Lo
N on 302 on a2 " O\ 2

1 n 1
= — [0) _—
12n2 n?

1

- 12n2 <0

: 1 . . .
2 > 1 donc la série g — est une série de Riemann qui converge.
n

Par comparaison de séries a termes négatifs équivalents, la série E (Un41 — vp) converge.

Par comparaison suite-série, la suite (vy,) converge vers un réel ¢.

u, = e done, par composition, |la suite (u,) converge vers un réel C' = e >0l

n n
Remarque : on en déduit que n! ~ Cv/n (—) .
e

A Daide des intégrales de Wallis, on montre que C' = /27 (formule de Stirling).

Exercice 4 : Comparaison série-intégrale

Montrer que : a) In(n!) ~nln(n); b)
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n n n+1
Par sommation de ces inégalités et la relation de Chasles, on a / In(z)dz < Z In(k) < / In(x)dz.
1 2

Donc nln(n fn+1<Zln )<(n+1)ln(n+1)—(n+1)—2In(2) + 2, car In(1) = 0.

Donc nln(n) —n+1 <In(n!) <nln(n) +In(n) + (n+1)In <1 + i) +1—1In(4).

oy 1 In(n!) 1 1 A 1\ | 1-In4)
Pone 1 In(n) - nln(n) = nln(n) =1+ n <1n(n) * nln(n))1 (1 - n) * nln(n)

Donc, par opérations sur les limites, composition et encadrement, on a ’ In(n!) ~ nln(n) ‘

b) Soit un entier n > 3. f:x+— est continue, positive et décroissante sur [2, +o0l.

1
xIn(zx)

k+1
Donc pour tout entier k£ > 3, on a /
k

dx < ! < /k ! dx
xln(zx)  ~ kln(k) = Ji_1 zln(x)

Par sommation de ces inégalités et la relation de Chasles, on a

n+1 n 1
——d
/3 x ln /2 xIn(z) v

1
De plus, / :Uln(;r)dm = In(In(z)) + C sur [2, +oo[ car In(z) > 0. Donc

n

In(In(n + 1)) — In(In(3) th Z L lr} In(In(n)) — In(In(2)) + 2 1111(2)

et In(In(n+1)) =1In <ln(n) +1In <1 + ;) = In(In(n)) + In <1 + W) ~ In(In(n)),
n (1

car In(In(n)) — 400 et In (1 + ]
n

1
( )”)> — 0, par opérations sur les limites et composition.
n

n
1
Donc, par encadrement, Z ~ In(In(n)).
k

— kn(k)

Exercice 5 : FEtudier la nature d’une série

Dans chaque cas, étudier la nature de la série de terme général u,, :
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1 _
Correction : a) Pourn >2,1—— >0et u, = enln(l n2>.
n
1 > —1
nx —o=———0.

1
- — 0 donc nln <1—2
n n

Donc u,, — €’ =1 # 0 et donc la série

g uy, diverge grossierement

b) Pourn>2,1——>0et u, = e In(1-7)
n
1 2 1 2 1 1 1 . 1
——>0d0ncn1n<1—n>—n X( E 2n2+0<’n/2>>— n 2+0(1)

n
_p 1 _1 _1 1
Donc u, = e "e 2+°(1), avec e 27 L 672, Donc u, ~ e 2e

1 \"
0 < — < 1 donc la série géométrique Z <> converge.
e e

la série g Uy, converge |.

Par comparaison de séries a termes positifs équivalents,

2 1 1 1 1
et ——0doncch (- ) =14+ —+0 —=].
n 2n? n2

c) ch(x) =, 1+ % + o(z?) -
1
g — diverge.
n

T
—— > 0. De plus, La série harmonique

1 1
—1"\‘Wetun’vn
E uy, diverge |.

Donc ch <
n

Par comparaison de séries a termes positifs équivalents,

2. a) up = i ;
1

3
2

Correction : a) Soit n € N*. On a 0 < |u,| < —=
nvn o p

nz2

. . 1 . . .
— > 1 donc la série de Riemann E — converge. Par comparaison de séries a termes positifs,

g Uy, est absolument convergente et donc convergente

la série
—  +o00. Donc

N
1
b) D’ Nk 1 4b E ~ In(In(N
) apres Lexercice )7 o nln(n) N—+o0 n( n( )) N—+o00

Remarque : f: 2z +—
xIn(z)

/2 " f(t)t = in(| In(t) )]z =

1 .
Z nin(n) diverge |.

Par comparaison série-intégrale,

4
. n . ‘
¢) Soit n € N*. On a n?|u,| = — — 0, par croissance comparée.
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2.

nln(n)

diverge|.

T—>+00

In(|In(z)|) — In(| In(2)|]) — Hoo.

est définie, continue, positive et décroissante sur [2,+o00] et

Marseille
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1 1
Donc |u,| = o <2> De plus, Z —5 est une série de Riemann (& termes positifs) qui converge.
n n

Par comparaison de séries a termes positifs, E uy est absolument convergente, donc convergente |.

Exercice 6 : Terme général défini par une intégrale

Etudier la nature des séries de terme général :

cos?(x) 1

Correction : Pour z € [O, g}, on a0 < cos?(z) < 1 donc 0 < m < 5

e s . . 1 /m
Par positivité et croissance de l'intégrale, on a 0 < u,, < — (— — 0) = —.
n2 \2 2n2

: : 1 : : o
2 > 1 donc la série de Riemann g —5 converge et, par comparaison de séries a termes positifs,
n

E Uy, converge |.

7 sin
2. un:/ S (x)d:z
0

1+=x

Correction : Soit un entier n > 2. On a 0 <

313

m
< —.
2
. 3 . 7r , : .
Donc z — sin”(x) est croissante sur |0, — |, comme composée de deux fonctions croissantes.
n

Pour z € [O,z}, on a Ozsin3(0) Ssin3(x) < sin? <E) et1<1+2zx< 1+E
n n n

1 sin?(x sin® (T .
donc — < <let0< (z) < (") , car tout est positif.
1+ " 1+x 1+=x 1
el . _ . T (T T . T
Par positivité et croissance de l'intégrale, on a 0 < u,, < sin® (—) (— — 0) = —sin® (—)
n/ \n n n
4
T T T 7
— — 0etsin(z) ~ x donc —sin® (—) ~— >0.
n z—0 n n n

1
4 > 1 donc la série de Riemann Z —; converge.
n

. (s . T T
Par comparaisons de séries & termes positifs, g ~ sin® (—) converge et donc E Uy converge |.
n n

Exercice 7 : Développement en série entiére

(="
(2n)!

1. Montrer que pour tout réel x, la série Z 22" est absolument convergente.
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(_1)71 2n

_ |\/§$|2n
e’ | T

(Qn)! n—+o00

Correction : Soit z € Ret n € N. On a 2" 0, par croissance

comparée ou opérations sur les limites.

1) 1 \"
((Qn;! 22 L0 <2n> De plus, la série géométrique Z <2> converge (0 < % <1).
(="

(2n)!

Donc

2?™ est absolument convergente |.

Par comparaisons de séries a termes positifs, g

. 1
Remarque : De méme n%|u,| — 0 par croissances comparées donc |uy,| = o <2 .
n

1
E — converge donc > |un| converge, par comparaison de séries a termes positifs.
n

N~ (D"
2. Montrer que pour tout réel x, cos(z) = Z 2",

n=0

Correction : cos € ¥°(R) et Vk € N, cos®)(0) = cos (kg) = { (=1) > k=2n

Par la formule de Taylor avec reste intégral (en 0), on a

N

e ek v e ‘ cos(z) — Z (_1)n$2n - /I M COs(2N+1)(t)dt‘ )
) ’ e (2n)' 0 (QN)'
de degré 2N

Si z > 0 : Par I'inégalité triangulaire, on a

x _ +\2N x _ #\2N x _ $\2N
/ (37(2;[))' COS(2N+1)(t)dt’ < / (ki COS(2N+1)(t)‘ dt = / (ki ‘COS(QN—H)(t)’ dt.
0 ' 0 0

Par croissance de l'intégrale, on a

z (x . t)zN (N +1) /:c (:C . t)zN (x _ t)2N+1 T sz'H
— < ——————— p— _— p—
/0 oy s Wd s et EN LD |, ~ N+ 1) Note

par croissance comparée ou opérations sur les limites.

x _ #\2N 0 _ 1\2N
/ (x@]\?)' cos2N+1) (t)dt / (x(m\t[))' cos2N+1) (t)dt‘.
0 . x .

Par I'inégalité triangulaire, on a

0 2N 0

(2N)!
Par croissance de l'intégrale, on a

e 2 cos(2N+1)(t)dt‘ <[ QD [(t - WN“]O _ (—appvu
0 T T

(2N)! (2N)!
—_
>0 <1

Siz<0:

((2]\7))! cos(QNH)(t)’ dt = / ((2N))' ‘COS(2N+1)(t)‘ dt.
>0 <1

— 0,
(2N)! (2N)! (2N +1)! (2N 4+ 1)! N—+oo

par croissance comparée ou opérations sur les limites.

(1"
Dans tous les cas, |cos(z) — Z z?™| — 0, par encadrement.

neo (277,)' N—+o0

S~ (D",

Donc | pour tout réel z, cos(z) = HZ% @n)l x"
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Exercice 8 : Terme général défini par une somme

n
On étudie la série Z u—g, ou u, = Z In?(k).
n
k=1

n
1. Déterminer, a ’aide d’une I.P.P., un équivalent simple de / In? (t)dt lorsque n — +o0.
1

Correction : Soit un entier n > 2 fixé. On pose u(t) = t et v(t) = In?(t). Les fonctions u et

1
v sont de classe € sur I'intervalle [1,n] et V¢ € [1,n], on a : u/(t) = 1 et v/(t) =2 x 7% In(t).

Par intégration par parties et linéarité de l'intégrale, on a :

/n In?(t)dt = [t ln2(t)]7ll — 2/n In(t)dt = nln%(n) — 2 (nln(n) —n +1).
1 1

" 2 2 2
D In?(¢)dt = nln? 1— + - = nln®(n)(1+ o(1)),
one /1 (1) nin*(n) [ In(n)  In%(n) nln?(n)] +o nin(n)(1+o(1))
In(n) — 400 et 2 + 2 2 — 0 Srati les limit
car In(n 00 e — ar opérations sur les limites.
n—-+o0 In(n) ]nz(n) nan(n) n—+o0 P P

Donc / In?(t)dt o nin?(n)|.
1 oo

2. En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n — +oo.

Correction : Soit un entier n > 2 fixé.

f =t In%(t) est continue, positive et croissante sur [1,+oco[ donc

k k+1
Vk > 2, / In?(t)dt < In*(k) < / In?(t)dt.
k—1 k

Par sommation de ces inégalités et la relation de Chasles, on a
n n n+1 n+1 2
/ In®(t)dt <Y In’(k) < / In?(t)dt = / In?(t)dt — / In?(t)dt.
1 2 2 1 1

2
D’apres les résultats de la question 1., on a : / In?(t)dt = 21n%(2) — 41n(2) + 2,
1

n n+1
/ In?(t)dt o nin?(n) et / In?(t)dt o (n+1)In%(n+1) ~ nin?(n),
1 o0 1

e’} “+o00

1
carn+1 ~ netln(n+1)=In(n)+In (1 + ) ~ In(n).
+0o0 n /) +oo

De plus, n1n*(n) AR et In(1) = 0, donc | u, = Z In?(k) o n1n?(n) |, par encadrement.
k=2

- Un,
3. Conclure sur la convergence de la série g —-
n

Lycée Jean Perrin Page 8/10 Marseille



Maths en PCSI Année 2019 - 2020

~—

2

. . U In*(n
Correction : On en déduit que —g ~ (
n< +oo n

In?(n)

De plus, Vn > 3,

1
> — et la série harmonique Z — diverge.
n

In?(n)

S|

Par comparaisons de séries a termes positifs, g

. U .
diverge et donc E —;L diverge |.
n

Exercice 9 : Série alternée

1 —1H"
Soita€]0,2[. Pour N € N*, on pose SN:;<HQ) .

1. Montrer que les suites (San) et (Son+1) sont adjacentes.

Correction : Soit N € N*. On a

_1)2N+1 (_1)2N+2 1 1

S. — Son =8 — Son = =— 0
2(N+1) 2N 2N+2 2N 2N +1)° + (2N +2) N 1 1) + (N 12y a§0 ,

-1 2N+2 (_1)2N+3 1 1
S. —S =S -5 = = — 0
2(N+1)+17P2N+1 2N+3—O2N+1 (2N+2)0‘+(2N+3)0‘ (2N +2)¢ (2N +3)° oo
B (_1)2N+1 B 1
[San41 — Son| = eN+1e| - Nt 0.

Donc (San) est décroissante, (Son1) est croissante et Sony1 — Sony — 0.

Donc ‘ les suites (S2n) et (San+1) sont adjacentes ‘

_1)n
2. En déduire la nature de la série Z (=) .

a
n>1

Correction : Par le théoreme des suites adjacentes, (Son) et (San+1) convergent et ont la
meéme limite S € R.

_1)"
On en déduit que (Sy) converge vers S. Donc |la série Z ( a) converge |.
n>1 n
3. Mont la série » "1 1 EUY g
. Montrer que la série n e iverge.
n>1
. . 1" 1
Correction : Soit n € N*. On a = — — 0 donc
ne ne
=)™y _ =" 1 1
ln<1+ ne T Tpa _2n20‘+0 n2 )’
——
=Un =y,
N - 1 L. . 1 .
ou vy, ~ 20 < 0. De plus, a < 3 donc la série de Riemann Z o diverge.

Par comparaison de séries a termes négatifs équivalents, E vy, diverge.
n>1
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_1)n
In <1 + (=1) > = Up + Vp, Zun converge et Zvn diverge, donc

na
n>1 n>1
la séri Zl 1+(*1)n di
a serie n e 1verge .
n>1

1
. qQ; 1
Remarque : Si a > 5 alors 2a > 1 et E 2 converge.

Dans ce cas, par comparaison de séries a termes négatifs équivalents, E vy, converge et g U
n>1 n>1

—1)n
converge, donc E In <1 + ( na) ) converge.
n>1
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