Maths en PT* Année 2023 - 2024

Feuille d’exercices n°14

Fonctions de plusieurs variables

Exercice 1 : domaine de définition

Représenter le domaine de définition de f, puis préciser si il est ouvert, fermé et/ou borné :

a) f(z,y) =In(z) +In(y) + In(z —y + 1); b) f(z,y) = /1 — a2 —2y2;
9 — 22 T

d) f(z,y) =

4 —qy2’ 22 — 2

c) flz,y) =

Exercice 2 : prolongement par continuité
Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité en (0,0) ?

2) Fr.y) = (142220 ol

; b) f(way):m~

Exercice 3 : plan tangent a une surface

Donner une équation du plan tangent a S : z = f(z,y) au point A et un vecteur normal & ce plan :

a) f(z,y) =22%y + 222 +y? et A(1,1,5); b) f(z,y) =cos(z —y) et A (g,0,0).

Exercice 4 : fonction €1 sur R? [correction]
Soient f définie sur R? par f(x,y,z) = sin?(x) 4 cos*(y) + 2°.
Montrer que f est €' sur R? et déterminer le DL d’ordre 1 de f en (z9, o, 20)-

Exercice 5 : champ vectoriel qui dérive d’un potentiel scalaire

Dans chaque cas, déterminer les fonctions f : U — R de classe €' vérifiant :

322y + 22 + y3

a) Vf(:z:,y)z(jj) sur U = R?; b) Vf(a:,y)z( )surU:Rz;

x3 + 3xy? — 2y

Exercice 6 : fonctions harmoniques [correction)]

On dit qu’une fonction f de classe €2 sur un ouvert U de R? est harmonique si elle vérifie :

2 2
Af = % + gy]; =0 (laplacien nul).
Les fonctions suivantes sont-elles harmoniques ?
]' i
a) f(z,y) = In(2? + ¢%); b) f@.y) = mia c) f(z,y) = e® cos(y) — ¥ cos(x).
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Exercice 7: des dérivées partielles secondes non continues - d’apreés oral I 2018

2

x2—y2 .
Soit f définie sur R? par f(x,y) = Y o2y S? (,y) # (0,0) .
0 si (z,y9)=1(0,0)

1. Etudier la continuité de f et celle de ses dérivées partielles premieres.

0% f 0% f
0xdy 0yox

2. Calculer (0,0) et (0,0). Que peut-on en déduire pour f?

Exercice 8 : droite de régression linéaire par la méthode des moindres carrés [correction]
Soient (z1,y1), ..., (Zn,yn) des points "presque alignés”. On cherche (a, B) € R? tel que
Vie{l,...,n}, yi=ax;+b

n

~

Aprés avoir justifié son existence, déterminer (@, b) € R? qui minimise 6(a,b) = Z(yz — ar; —b)%
i=1

Exercice 9 : approzimation affine en moyenne quadratique - d’aprés oral I 2018 [correction)]
1. Prouver que z — In(z), z — xIn(x) et z — (In(x))? sont intégrables sur 0, 1].
1
2. Déterminer le domaine de définition de f : (a,b) — / (In(t) — a — bt)?dt.
0

3. Calculer f(a,b) et montrer que f admet un extremum local. Préciser sa valeur et sa nature.

Exercice 10 : un probléme d’optimisation [correction]
On se propose de déterminer les triangles de périmetre donné et d’aire maximale.

Soit ABC un triangle. On note a = BC, b = AC, ¢ = AB les longueurs de ses cOtés, A E, C les
mesures de ses angles aux sommets, p son demi-périmetre et S sa surface.

1 ~ ~
1. Montrer que S = §bc sin(A) et la "formule d’Al Kashi” : a® = b* 4 ¢? — 2bccos(A).

2. En déduire la “formule de Heron” : S = v/p(p — a)(p — b)(p — c).

2
3. Résoudre le probleme en prenant les cotés a et b pour variables et en étudiant f(a,b) = —.

Exercice 11 : étude d’une fonction intégrale a deuxr parametres - d’aprés oral II 2023

+oo 5 +oo 5
On pose I, = / t"e V' dt et F(x,y) = / (t —x)%(t —y)2e " dt.

—00 —o0

1. Montrer que l'intégrale I,, converge et exprimer I, o en fonction de I,,.
2. Calculer Io,41 et Iz, pour tout p > 0.

3. Calculer F(z,y). En déduire que F est > sur R2.

4

. Trouver les points critiques de F' et trouver leur nature.
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Exercice 12 : nature des points critiques [correction]

Dans

1
2

chaque cas, étudier la nature des points critiques de f sur R? :
- a) flz,y) = 22%y + 22° + y; b) f(z,y) = a* +y* — (z —y)*;
- a) flz,y) =2 +y°; b) f(z,y) = 2* +y* + 2.

Exercice 13 : recherche d’extrema sur un fermé borné

Dans

1
2

chaque cas, déterminer les extremums globaux de f sur D :
Sy =242 2 et D={(z,y) eR? /2’ +y? < 1};

. f(z,y) = sin(z)sin(y)sin(x +y) et D =][0,7/2]>

Exercice 14 : un extremum local non global - d’aprés oral II 2018

1

2

. Soit g(z,y) = 2%(1 + )3 + ¢

Montrer que g est de classe C? sur R? et admet un point critique.

Prouver que g admet un minimum local. Est-ce un minimum global ?

. Soit f une fonction dérivable sur R, de dérivée ne s’annulant qu’en a, f(a) étant un minimum
local. On suppose qu’il existe x > a tel que f(z) < f(a).

Montrer qu’il existe b €]a, z[ tel que f(b) = f(a). En déduire que f(a) est un minimum global.

Exercice 15 : nature des points critiques - d’aprés oral IT 2016

Pour

A~ W N

1 1
tout couple (x,y) de réels strictement positifs, f(z,y) = (z +y) ( + )
r oy
2
. Montrer les égalités : f(x,y) =2+ TiYo w
y Ty

. Montrer que f est C? et déterminer ses points critiques.
. Calculer les dérivées partielles secondes de f.

. Comparer (z +y)? et xy. En déduire la nature des points critiques de f.

Exercice 16 :  étude des extremums - d’aprés oral I 2022 [correction]

Soit f(z,y) = 1(ac + )% — 1(:c?’ + 7).

1
2
3
4

4 6

. Limite de f(x,0) en o0 ? f admet-elle des extremums globaux ?
. Bquivalent simple de f(z, —z 4 23) en 07 f admet-elle un extremum en (0,0) ?
. Etudier les extremums locaux de f.

. Déterminer les extremums de f sur [0,1]%.
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Exercice 17 : EDP d’ordre 1 et coordonnées polaires

A T’aide d’un passage en coordonnées polaires, déterminer toutes les fonctions de classe €' sur R% xR
solutions de I’équation aux dérivées partielles :

0 0
xafi(w,y) + ya‘g(w,y) = Va?+y2

Exercice 18 : EDP d’ordre 1 - d’apres oral II 2017

Soit D = R* x R et ¢ 'application de D dans D définie par ¢(z,y) = (:U, g).
T

1. Montrer que ¢ est une bijection de D sur D, de classe C' et donner sa fonction réciproque.

2. Soit f de classe C! sur D, vérifiant : xa—f + yg =
Ox y

Trouver ’équation vérifiée par g et la résoudre. En déduire f.

0. On pose g = fop™l

Exercice 19 : EDP d’ordre 2 [correction]

A Taide du changement de variable (u,v) = (2y,/y), déterminer toutes les fonctions de classe 4
sur U = R% x R% solutions de I’équation aux dérivées partielles :

O*f o*f
2 —_ 27 =
T 8$2 (x7y) y ayQ (l’,y) 0

Exercice 20 : EDP d’ordre 2 - d’aprés maths C 2016 Partie I 2. [correction]

On s’intéresse a I’équation aux dérivées partielles :

Py 0
(E) : (2x—y2)a—;§+£ ~ 16 = 0.

sur le domaine D = {(z,y) € R? / y* < 2x}.

1. Représenter D, on admettra qu’il s’agit d’un ouvert.

2., .2
2. Soit A = R% x R. On considere I'application h définie sur A par h(u,v) = <u —2’—0 ,v).

Justifier, en explicitant sa réciproque, que h est une bijection de A sur D, puis montrer que
h et h~! sont de classe €' sur leurs domaines de définition respectifs.

3. Montrer que la fonction ¢, de classe €2 sur D, est solution de (E) sur D si, et seulement si,
la fonction 1 définie sur A par ¥ (u,v) = ¢ o h(u,v) est solution sur A de

82
(E') : 87%’ — 169 = 0.

4. Déterminer toutes les fonctions v solutions de (E’) sur A. Résoudre (E) sur D.
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Quelques corrections pour s’entrainer

Exercice 4 : fonction €' sur R? [énoncé]

fi(zy,2)— sin? (z) + COSQ(y) + 2% est de classe €' sur R3, comme somme de fonctions qui le sont
(ou d’apres les théorémes généraux). De plus, pour tout (xo, %o, z0) € R3, on a :

9 . 0 . 0
afi(woyyo,zo) = sin(2xo), 5;(3707%,20) = —sin(2yo), é(wo,yo,zo) = 2z

flxo+ hyyo +k, 20 + 1) 050 sin®(z0) + cos’(yo) + 74

+sin(2z)h — sin(2yg)k + 229l + o (\/ h? + k% + l2) .

Exercice 6 : fonctions harmoniques [énoncé

a) Pour tout (z,y) € (R*)2, 22+y?> > 0. Donc f : (z,y) — In(z? + y?) est de classe €2 sur ouvert
U = (R*)? comme composée de fonctions qui le sont (ou par les théorémes généraux).

De plus, pour tout (z,y) € (R*)?, on a :

of 2z af

__ 2= 9f 2y
8x<x’y)_az2—|—y2’ 8y(x’y>

= 22 + y2’

0% f 0% f B 292 — 222 22?2 — 2?

@(%?J) + Tzﬂ(x,y) BT A Fe ) =0.

Donc ‘ f est harmonique ‘

1
b) Pour tout (z,y) € (R*)?, 22 +y% # 0. Donc f: (z,y) —> o est de classe €2 sur I'ouvert
T Y

U = (R*)? comme inverse d'une fonction ¢ dont le dénominateur ne s’annule pas (ou par les
théoremes généraux).

De plus, pour tout (z,y) € (R*)?, on a :

L) = oy L= 2
o0 T @y Y T @)
0% f 0% f 62 -2y 6y — 22? 4

- £0

g2 P G V) = (s T G T g

Donc ‘ f n’est pas harmonique ‘

c) f:(x,y) — e cos(y) — e¥ cos(z) est de classe €2 sur P'ouvert U = R? comme somme de produits
de fonctions qui le sont (ou par les théoréemes généraux).

De plus, pour tout (z,y) € (R*)?, on a :
of of

—_— g T Y i _— = — T gi —eY
ax(x,y) e” cos(y) + e sin(x), By(x,y) e’ sin(y) — e cos(z),
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o°f
0x?

(x,y) + ng‘é(ac, y) = e” cos(y) + €Y cos(x) — e cos(y) — e cos(z) = 0.

Donc ‘ f est harmonique ‘

Exercice 8 : droite de régression linéaire par la méthode des moindres carrés [énoncé]
Soient (21,¥1), ..., (2n,yn) des points de R? donnés. On pose
n Y1 1 1

5(a¢b) :Z(yi_awi_b)zz ||Y_aX_bU||2> ouY = ) X = ) U= .
i=1 Yn T 1
dans R™ muni du produit scalaire canonique (X,Y) = X7y = YT X.
On pose F' = Vect(X,U). D’apres le théoreme de la projection orthogonale,

inf  6(a,b) = ||Y — pr(Y)|, ot pp(Y) =aX +bU € F, (a,b) € R?,

J
(a,b)eR?
est le projeté orthogonal de Y sur F.
Ainsi, la fonction ¢ : (a,b) — §(a,b) admet un minimum dans R? atteint en (ZZ,B) € R2.

La fonction § (polynomiale en a et b) est de classe € sur R? (ouvert de R?) donc

—Zixi(yi—axi—A) =0 (ix?)ﬁ—i— <i$z>/b\ = Zn:xiyi
i=1 i=1 i

V@b =03 =} — . =
_22(3/1‘ —Gzi—b) = 0 <Z Ii>a+ng _ Z?/z
i=1 =1 P
% LT (12332) (iZ%)
=1 i=1 i=1

On trouve |a =

Exercice 9 : approximation affine en moyenne quadratique - d’apres oral I 2018 [énoncé]

1. x — In(x), continue et de signe constant sur |0, 1], est intégrable sur |0, 1] d’apres le cours.

x +— xIn(z) est continue sur |0,1] comme produit de fonctions qui le sont et pour tout
x €]0,1],
o 1n(a)] = o] n(e)] < [1n(a).

x — In(x) est intégrable sur |0, 1] donc, par comparaison de fonctions intégrables,

‘a: — xIn(z) est intégrable sur ]0, 1] ‘

x> (In(x))? est continue sur ]0,1] comme produit de fonctions qui le sont et pour tout
x €]0,1],

Va(ln(z))? = (a:i In(z))> — 0 (par croissance comparée) donc (In(z))? =0 <1> .

z—0+ \/E
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1
x — —= est intégrable sur ]0, 1] donc, par comparaison de fonctions intégrables,

T

x +— (In(x))? est intégrable sur ]0, 1] |

1 1 1
2. On en déduit que les intégrales / In(z)dz, / zIn(z)dx et/ (In(z))*dx convergent et, par
0 0

0
linéarité de l'intégrale en cas de convergence, on a : V(a,b) € R?,

1 1 1
f(a,b) /0 (In(z))3dz + /0 (a+ bx)?dz — 2/0 In(z)(a + bx)dz

1 1 1 1
= / (In(z))?dx —i—/ (a® + 2abx + b*x?)dx —2a/ In(x)dz —2b/ zIn(x)dz.
0 0 0 0

cv cv cv cv

Donc ‘ f est définie sur R? ‘

1 2 1 2
b b
3. De plus, on a : / (a® 4 2abz + b2x?)dz = [azx + abz?® + x?’} =a®+ab+ —,
0

3 1o 3
1
/ In(z)dz = [zln(z) — x](l] = —1, et par intégration par parties, en cas de convergence,
0
1 2 1 1
1
/ zln(x)dr = [a: ln(:c)] —/ xdr = ——,
0 2 o 2Jo
| S ——
=0 par C.C.

1 1 1 1
= — ) nlx 1— nixr)— xr = — nl(xr)axr xr = = Z.
/O (In(2))%da = [(xIn(x) — ) In(2)]} /0 (In(z)—1)d /0 In(z)d +/O lde = 141 =2

=0 par C.C.

b? b
Donc | f(a,b) =2+ a® + ab+ — 4 2a + —, Y(a,b) € R?|. f est €2 sur R?, car polynomiale, et

3 2
= 20+b+2 = 0 2a+b = =2 a = —%
Vf(a’b)_o‘:’{ﬁgm; -0 {6a+4b - 3 ‘:’{b -
. . o . 5
Donc f admet pour unique point critique le point (—2, 3>. De plus, on a :
0% f 0% f 2 9°f 0% f
—=(a,b) =2, —5(a,b) = - b) = b) =1.
Oa? ((L, ) T Ob? (a7 ) 3’ 8&8()(&7 )Schwarz o0bda (a’ )
) 2 1 4 5 2
.. 5 5 1
donc | f admet un minimum local en (—2,3> de valeur f <—2,3) =1/
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Exercice 10 : un probléme d’optimisation [énoncé]

1. Soit H le projeté orthogonal de C' sur la droite (AB). On a :

_ABXCH_CXCH
N 2 2

cH _cn
AC b

S = et sin(A) =

-~

1
Donc | S = §bcsin(A) . De plus, on a :

o = ||BC|? = ||AC — AB|* = | AC|]* + | AB|* - 2AC - AB.

D’oti la "formule d’Al Kashi” : | a? = b* 4 ¢* — 2bc COS(.;{) )

b
2.p:$etona:

(@a+b+e)b+c—a)  (b+c)?—a® b2+ +2be—b* — ¢ + 2becos(A)

-~

be(1 + cos(A))

par la formule d’Al Kashi. Donc p(p — a) = 5 . De méme,
a+c—>b)la+b—c a? — (¢ — b)? be(1 — cos(A
o= OrETOT=0 et el oos(D)
2(1 — 22 2 o 22
Done p(p — a)(p — B)(p - ¢) = LU= O A) GO

La mesure en degrés de I'angle géométrique A étant entre 0 et 180, sin(A\) >0.

1 -
De plus, be > 0. D’ot la "formule de Heron” : | \/p(p — a)(p — b)(p — ¢) = ibc sin(A) = S |.

3. Si un des cotés du triangle est nul alors le triangle est applati et S = 0 (non maximale).

On suppose donc que a, b,c > 0. Rappelons que 'on cherche les triangles de demi-périmetre
p > 0 donné et de surface maximale. On a :

b
p:%doncczzp—a—b>0etdonca+b<2p.

Comme indiqué, on étudie la fonction f définie par
82
fla,b) = i (p—a)(p—b)p—c)=(p—a)p—0b)a+b—p).

f est €1 sur Pouvert U = {(a,b) € R?* /a >0, b>0eta+b< 2p} de R? (car polynomiale)
et pour (a,b) € U,

%(a,b) = —(p-bla+b—p)+(p—a)p—b)=(p—b)(2p— 22—
%(a,b) = —(p—a)(a+b—p)+(p—a)p—b) = (p—a)(2p—2b—a).

De plus, si f admet un extremum local en un point de U alors celui-ci est un point critique.

{ 9 (a,b) =0 (:){ (p—0)(2p—2a—b) =0
9 (a,b) =0 (p—a)(2p—2b—a)=0
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Sib=peta=palorsc=2p—a—b=0: cequi est exclus.
Sib=pet2p—2b—a=0alors a =0 : ce qui est exclus.

Sia=pet (2p—2a—0>) alors b=0 : ce qui est exclus.

2p—2a—-b=0 2p
Donc les points critiques de f dans U vérifient : <= a=b=—.
2p—2b—a=0 3
2p 2 2p 2
Comme <§), 5) € U, f admet pour unique point critique dans U, le point <§, ‘f)

De plus, f est €2 sur U (car polynomiale) et pour (a,b) € U, on a :
o*f
0a?
0% f 0% f

dadb (a’ b) Sch;arz 0bda

(a,b) = 2(p-b)=2b-2 8Q—f(ab)—Qa—Q
’ - p - p7 8[)2 I - p7

(a,b) = —(2p —2a —b) — (p — b) = 2a + 2b — 3p.

% 2 -2 -t

La matrice Hessienne de f en <§, ;) est H = < 2 ‘1 ) et vérifie :
3 3
v 4p

2p 2
Donc f admet pour unique extremum local dans U, un maximum local atteint en <§, ?f?),

2p 2 3
de valeur f <3p’ ;) = <§> > 0.

Notons que f est continue sur K = {(a, b)eR?/a>0,b>0cta+b< Zp} qui est une
partie fermée et bornée de R?. Par le théoreme des bornes, f admet un maximum absolu sur
K. Pour (a,b) € K, on a:

£(0,0) = —p(p —b)* <0, f(a,0) = —p(p—a)®> <0et

si a+b=2palors f(a,b) = —p(p—a)? < 0. Donc ce maximum absolu est atteint & l'intérieur
de K, c’est a dire dans U et c’est la valeur trouvée ci-dessus.

Finalement, il existe un unique triangle de périmetre 2p donné et d’aire maximale.

2
Il a pour cotés |la =b=c= Ep (triangle équilatéral) |.

Exercice 12 : nature des points critiques [énoncé]

1. (a) f:(z,y) — 222y +22% +12 est de classe €2 sur 'ouvert R? comme fonction polynomiale.
Sa matrice hessienne est symétrique réelle et donc diagonalisable dans R.

Soit (z,y) € R?. On a :

SRR i D R A OER  e
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Donc | les points critiques de f sont (0,0), (—1,—1) et (1,—1) | De plus,

o*f
0x2

Plpy=a LTy - &F
Oy? LYY= Oxdy DY) S chwars Oyox

(z,y) =4y + 1), (z,y) = 4z.

o o

det (H(0,0)) = ‘ g ) =8> 0et tr(Hs(0,0)) =6 >0,

donc | f admet un minimum local en (0,0) de valeur f(0,0) =0|.

det (Hf(—l, —1)) =

’ 0 —4 ’:—16<0,

-4 2

Donc | f admet un point col en (—1,—1) de valeur f(—1,—1) =1|

DN

det (Hy(1,~1)) = ‘ 2 ‘ — 16 <0,

donc | f admet un point col en (1, —1) de valeur f(1,—1) =1/

(b) f:(x,y) — s*+y*—(z—y)? est de classe €2 sur I'ouvert R? comme fonction polynomiale.
Sa matrice hessienne est symétrique réelle et donc diagonalisable dans R.

Soit (z,y) € R?. On a :

Vf<x,y>=6<=>{4fﬂ3—2(:v—y> =0 {4953_2@—@/) ~ 0

i +2(x —y) = 0 LocLotly 4x34+y%) = 0
3 _ — = 2 _ =
<:){ 4x 2§x Y) 0 \ <:>{ z(x® —1) 0 .
y = (-2 y = -z

Donc | les points critiques de f sont (0,0), (—1,1) et (1,—1) |. De plus,

o*f 2 o*f 2 o*f 0% f
— =122 -2, — =12y -2 = =2.
Ox2 (:I:7 y) z ’ ayZ (x, y) Y ’ 8m8y (.’L’, y) Schwarz 8y8:13 (.'17, y)

det (Hf(0,0)) = ' _22 _22 ‘ = 0 et on ne peut rien en déduire.

Siz €]-1,1[\{0} alors f(z,z) = 222 > 0 = £(0,0) et f(z, —x) = 22%(2?—2) < 0 = £(0,0).

Donc | f n’admet pas d’extremum local au point critique (0,0), c’est un point col |

det (Hp(—1,1)) = ‘ Y 120 ‘ — 96> 0 et tr (Hy(—1,1)) = 20 > 0,
donc | f admet un minimum local en (—1,1) de valeur f(1,—1) = —2|
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det (H;(1,~1)) = ‘ Y 120 ‘ — 96> 0 et tr (Hy(1,—1)) = 20 > 0,
donc | f admet un minimum local en (1, —1) de valeur f(1,—1) = —2|

2. (a) Tl est facile de trouver que (0,0) est I'unique point critique de f : (x,9) — 2% + 93, de
classe €2 sur R?, car polynomiale.

De plus, f(z,z) =22 > 0 = f(0,0) si x > 0 et f(z,z) = 22 < 0 = f(0,0) si < 0.
Notons que f(—z,z) = 0 pour tout z € R.

Donc | f n’admet pas d’extremum local en (0,0) |

(b) f: (z,y) — 2% +1y?+ 23 est de classe €2 sur R? comme fonction polynémiale. Sa matrice
hessienne est symétrique réelle et donc diagonalisable dans R.

Soit (z,y) € R2. On a :

= z(2+43z) = 0 x = 0 r = —
Vf(a:,y)—0<=>{ % _ 0 <=>{y _ 0 ou{

win

2
Donc | les points critiques de f sont (0,0) et (—g,O) . De plus,

021 o2 o o
Ox2 (.’L‘, y) + 6, 3y2 (1’, y) ’ 6x8y (:Ea y) Schwarz 81/890 (wa y) 0

det (H;(0,0)) :‘ g g ':tr(Hf(0,0)) —4>0,

donc | f admet un minimum local en (0,0) de valeur f(0,0) =0|.

2 -2 0
o (1 (-20)) =] 2 0= -a<o0
4

2 2
donc | f admet un point col en (—5,0) de valeur f (_§’O> =5
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Exercice 16 : étude des extremums - d’aprés oral I 2022 [énoncd]

15 - .
1. Pourz € R, f(z,0) = Tdir A donc ccgriloo f(z,0) = 400 et xllgloo f(z,0) = —oc0|.

On en déduit que | f n’admet ni minimum global, ni maximum global |

1 1 1 1
2. Pour z € R, f(z,—x + 2°) = Zw(i 5 (x3 + (22 — 33)3) = ZwG 5 (xg — 32" + 3x5).

5

1
Donc | f(x, —x + z3) ¥ 3%

, qui change de signe en 0. Comme f(0,0) = 0, on en déduit que

f n’admet pas d’extremum local (et encore moins global) en (0,0) |

3. f, polynomiale, est de classe €2 sur R?, ouvert. Donc, si f admet un extremum local en un
point de R?, alors c’est un point critique :

sty —z2° =0 sl@+y)—g2> = 0
Vf(x,y):(0,0)<:>{ z f ) = ? ) 22
s@+y)—5y° = 0 Lee2Ale-L) =y =0
x—%xQ =0 —%1‘2 = 0 r = 2 z = 0
< ou <~ ou .
Yy = y = —x y = 2 y =0
Donc f admet pour points critiques, les points O(0, 0) et A(2,2). De plus, pour tout (z,y) € R?,
on a:
82—f(xy)=1—w ﬁ(ﬂcy)=1—y &/ (z,y) = &f (,y) =3
ox2™ 2 7 oy 2 77 9x0y 7 Schwarz Oydx 2
1/2 1/2 : . .
Notons que det (Hf(0,0)) = 12 12 = 0 et qu’on ne peut rien en déduire.

Mais d’apres 2., f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

0 -3/20 12 | _
det (H¢(2,2)) = ‘ 12 -39 ’ =2>0ettr(Hs(2,2) =-3<0,
. 4
donc | f admet un maximum local en (2,2) de valeur f(2,2) = 3t
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4. f est continue sur [0,1]%, qui est une partie fermée et bornée de R?. Donc, d’apres le théo-
réme des bornes atteintes, f admet un maximum (global) et un minimum (global) sur [0, 1]2.
Etudions la variation de f sur chaque segment de son bord (ou sa frontiere) :

L o

1
e p1(x) = f(x,0) = Vi 6m3 est dérivable sur [0,1] et pour x € [0,1], on a :

1 1 1
p1(x) = 3%~ 5902 =5e(l-2) 20,
s’annule pour z = 0 ou z = 1. Donc, sur [0, 1], ¢1 est strictement croissante, admet pour

minimum ¢;(0) = 0 et pour maximum ¢;(1) = 3

1 1

e vo(y) = f(l,y) = 4_1(1 +y)? - 6(1 + %) est dérivable sur [0, 1] et pour y € [0,1], on a :

1 1 1

Wh(y) = 5(L+y) - 5y° = S(L+y—y?) >0,
2 2 2
1-+/5 1 5
car 2\/_ <0 et +2\/_ > 1. Dongc, sur [0,1], @2 est strictement croissante, admet pour
2

minimum ¢2(0) = 2 et pour maximum ¢2(1) = 3

e Comme f(z,y) = f(y,z), p3(x) = f(z,1) a les mémes extremums sur [0, 1] que @a(y) et
v4(y) = f(0,y) a les mémes extremums sur [0, 1] que ¢1(z).

2
En conclusion, comme (2,2) ¢ [0,1]?, |le maximum de f sur [0,1]? est f(1,1) = 3

et [le minimum de f sur [0, 1]? est f(0,0) = 0|
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Exercice 19 : EDP d’ordre 2 [énoncé]

La fonction @ : (z,y) — (zy,z/y) est €2 sur Pouvert U = R}, x R} de R? et on a :

(u,v) = ®(z,9), (x,y) € RY x RY <= (2,9) = (Vuv, V/u/v), (u,v) € R% x R%.

Donc le changement de coordonnées ® est bijectif de U dans U, de rec1proque o (u, (Vuv, \/u/v)
également €2 sur U. On pose F(u,v) = f o ® (u,v) = f(vuv, \/u/v) = f(z,y), on f est ‘52 sur U.

Par la regle de la chaine, F est €2 sur U et on a :

of _ or 1or - of  OF zOF
or Y ou y Ov oy ~ou  y?ov’
O (OF 1P\ L( #F 10F
a2~ Y \YVau2 y Ovdu Y oudv y Ov?

0% f < PF «zx 82F>+2x8F T < PF  zx 82F)
) _ (Ll

T ou? y2 Ovdu

0y? o 2 T oudw 2 2
. 0’F  9*F
Par le théoreme de Schwarz, Jod0 — Dudv et on a :
0% f 0% f 0*F x OF
291 2 A2 ror
Yot Vap =Y = duow  Zyou "
= O (9F)_ 1 (0F =0 (caru=1xy)
42250 Ou \ v v -
oF 1
<~

5o (:v) = p(v)es 1 = (), 1 RY — R, €

= F(u,v) =Vw)Vu+T(u), ¥,T: R, — R, ¢
= flx,y) =¥(z/y)y/zy + T(zy), ¥, : R} — R, €2
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