Maths en PT* le 15/03/2025

Devoir surveillé n°6 : corrigé

Probleme A : Analyse

Partie I
. —b—Vb? —4c —b+Vb% —4c
1. Les racines sont | r; = — et ry = — |
Les relations coefficients-racines donnent ’rl +r9o=—-betrirg =c ‘

2. Soit i € {1,2} et fi : t — e"il. La fonction f; est €2 sur R et Vt € R,

V() +bf () + cfi(t) = (17 +bri+c) e =0 =0,

Donc |t — e"it est solution de () sur R |.

3. Soit y une solution de (£y). D’apres les relations coefficients-racines,

( —ry) —ra (v —ry) =y — (i +r2) Y +riray =y + by +cy = 0.

Donc, ‘pour toute solution y de (Ex) sur R, (v —ry) — ro(y' —ry) =0 ‘

4. En posant z = y — ryy, d’apreés la question précédente, z est solution de I'équation linéaire
d’ordre 1 homogene 2z’ — 79z = 0. Ainsi, on a :

3Cy € R, Vt € R, o/ (t) — r1y(t) = Cae™".

On fait de méme avec ¢ — roy puisqu’on a aussi bien (3 — roy) — r1 (v — ray) = 0.

On en déduit que : |3C1,Cy € R, Vt € R, ¢/ (t) — riy(t) = Cae™ et /(1) — ray(t) = Cre™?|.

5. En effectuant la différence terme a terme des deux identités précédentes, on a :

YVt €R, (ry — 1) y(t) = Ce™! — Cre™t.

—C C
Loetp= 2 ona:|VteR, y(t) =t + pet |,
Ty =71 T2 =Tl

Puisque r1 # 79, en posant A =

Remarque : La réciproque est également vraie car toute fonction de la forme ¢ > \e™? + pe’t
avec (\,p) € R? est solution de () d’aprés la question 2. et puisque (£x) est linéaire et
homogene.

6.(a) Avecb=0,c=—16 on a: {r,r2} = {—4,4}.

L’ensemble des solutions de (Ey) est {t — e pett (A ) € RQ} .

(b) Les conditions initiales (de Cauchy) y(0) = 2e et 3/(0) = 0 donnent le systeme :

{ A4 p=2e

M4 dp—0 TOATH=E

et la solution cherchée (unique) est définie par : |Vt € R, y(t) = e (e + ) = 2ech(4t) |
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Maths en PT* le 15/03/2025

Partie 11

1. Représentation du domaine D :

D = {(z,y) € R?, f(x,y) <0}, ou f: (x,y) —> y*> — 22 est continue sur R?, car polynomiale.

D étant défini par une inégalité stricte, ‘D est un ouvert de R? |.

u2+v2
2

2. Si (u,v) € A et (z,y) = h(u,v), c’est-a-dire = = et y = v, alors on a :

y2:U2<u2+v2:2x,

car u > 0. Donc ‘ h est bien a valeurs dans D ‘

Soit (x,y) € D. Montrons qu’il admet un unique antécédent (u,v) € A par h :

_ ule? 2 _ _ 2 — /9 — 92
(a:,y)Zh(u,v)@{x_ 2 <:>{u 22—y <:>{u 2r =y

y=v v=y v=y

)

car u > 0 et 2¢ — y? > 0. Ainsi, ‘h est bijective de A dans D ‘ et sa bijection réciproque est

D — A
(z,y) — < 2$*y2,y)

hl:‘

u2+v2
2

‘ h est C? sur A ‘ car ses deux applications coordonnées (u,v) — et (u,v) — v sont des

fonctions polynomiales, donc de classe C2.

De méme pour la seconde application coordonnée de h~'. La premiere application coordonnée
(x,9) = /22 — y2 de h™! est la composée de (z,y) — 22 —y?, qui est une fonction polynomiale

sur D, a valeurs dans R , et de t — V/t qui est de classe C? sur R* . Donc h=1 est C? sur D ‘

3. p est de classe C? sur D si et seulement si 1) est de classe C? sur A, d’apres les relations ¢ = @oh
et o =1 oh™! (et puisque h et h~! sont de classe C? ).

u2—|—v2

Notons h = (z,y), c’est-a-dire z(u,v) = 5

et y(u,v) = v. Pour tout (u,v) € A, on a:

g—:ﬁ(u,v) = %(u,v) xg—i(h(u, v)) + %(u,v} ng(h(u,v)) = ug—i(h(u,v)),
N—— SN——

=u =0
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0% ) 02 ) 02 )
S(wo) = (az(u,mxa;g(h(u,v)Haz(u,u)xaygm(h(u,v)) +ai;(h(u,v))
=0
2 0%

e
= 87( (u U))+%(h(u,v))-
(u,

On a donc, pour tout (u,v) € A,

o2 2
a—;ﬁ(u,v) —169(u,v) =0 <= UQ%UL( v)) + g%(h(u,v)) — 16p(h(u,v)) =0
2

0“p o
I 2 — — _— =
= (2 -y7) 550 y) + 5o(@y) — 16p(z,y) =0,

ot on a noté (x,y) = h(u,v) € D. Ainsi, ‘l’équivalence est démontrée ‘

4. Soit 9 une solution de (E’) sur A. Soit v € R fixé, et f(u) = 1(u,v) pour tout u > 0.
o
ou?
D’apres le résultat de la question 6.(a) de la Partie I, il existe A, u € C%(R, R) telles que :
V(u,v) € A, flu) = P(u,v) = Av)e ™ + p(v)e’

On a donc trouvé toutes les solutions de (E’) sur A. On en déduit les solutions de (E) :

Vu >0, f"(u)—16f(u) = (u,v) — 16¢(u,v) = 0.

V(z,y) € D, ¢la,y) = Ay)e V2V 4 u(y)e*V2EV L ou A peC3(R,R)|

Partie I11

1. cos(t) — V3sin(t) = 2 (1 cos(t) — ﬁ sin(t)) = 2cos (t + g) .Onadonc|a=2et = g )

2 2

2. 622 4+ 2y? =3 = + =1, qui est ’équation réduite d’une -elhpse
(1/v2)? (1/3/2)?

1 3
de centre O, de demi-petit axe a = 75 de demi-grand axe b = 2 et de représentation para-
métrique :
z(t) = = cos(t)
E: g ‘ € [0,2n] |
y(t) = % sin(t

162 +2y°=3

D=UUE
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4. D ={(z,y) € R?, g(z,y) <0}, on g: (z,y) — 622 + 2y% — 3 € ¥°(R?), car polynomiale.

D étant défini par une inégalité large, ‘D est un fermé de R? ‘

3
5. D est de plus borné, car inclus dans le disque fermé de centre O et de rayon —.

V2

Comme f est continue sur le fermé borné D, elle est bornée sur D et atteint ses bornes.

Ainsi,

f admet un maximum global et un minimum global sur D ‘

6. D’apres la question 1. de cette partie, on a :
—— cos(t), —=sin(¢ = cos?(t) + 3sin?(t) — 2v/3 cos(¢) sin(t) + 2

= (cos(t) ~ VBsin(t))” +2 = dcos? (1 + 2) 42,

La fonction cos? prend toutes les valeurs de [0, 1] lorsque ¢ décrit 'intervalle [0, 27].

Donc ‘ La valeur minimale de f sur £ est 2 et la valeur maximale de f sur & est 6 ‘

7. | f est de classe C? sur R?|, car polynomiale. Déterminons I’ensemble de ses points critiques :

g—f;(a:,y)zo <:>{ dr —4y =10 —
Yy = .

\Y ’ = \Y%
f@) (OO)@{%(L@:O dy — 4z =0

L’ensemble des points critiques de f dans R? est la droite d’équation y = z ‘ De plus,

(y=uzet(z,y) eU) <= (y:wetw2<2>.

3 /3
L’ensemble des points critique de f dans U est {(:p, y) € R?, y=xetx e ] —\/;, \/;[} .

O f i >f i

8. Pour tout (z,y) de R? on a :

. - . .. . 4 —4
En tout point et en particulier en un point critique, la Hessienne de f est H = ( 4 4 > .

‘det(H ) = 0 donc H ne permet pas d’en déduire la nature des points critiques ‘

9. Pour tout (z,y) de R?, on a: f(z,y) — 2 = 2(2? + y* — 22y) = 2(x — y)? > 0.

Donc | pour tout (z,y) de R?, f(z,y) > 2|.

10. D’apres les résultats de la question 7 de cette partie, f est de classe €' sur I'ouvert U de R?
(justification analogue a celle vue pour le fermé D, avec une inégalité stricte). Donc, si f admet
un extremum local dans U alors c’est en un point critique et sa valeur est f(x,z) = 2. D’apres
le résultat de la question 9 de cette partie, cette valeur est un minimum global de f.

Ainsi, dans U (qui est l'intérieur de D), f n’admet pas de maximum local et admet un minimum
global en tout point (x,z) € U. Le maximum de f sur D est donc atteint sur son bord €.

Donc ‘ la valeur minimale de f sur D est 2 et la valeur maximale de f sur D est 6 ‘
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Probleme B : Géométrie
1. (a) L’équation cartésienne de C3 5 dans le repere R = (O,Z,j) est f(x,y) =0, avec
f:(x,y) — 322 +10zy + 3% — 4o — 4y — 4 € €1 (R?),

car polynomiale. Cherchons les points critiques de f :

o 6 10y — 4 . 3x 4+ Hy =2 x
Vf(;zc,y)z(er 4 >:O<:>{ — {

NN

6y + 10x — 4 3y+br=2 Licli-L | y=

11
f (4, 4) = —5 # 0 donc C3 5 ne contient aucun point critique de f.

Donc ’ La courbe C3 5 est réguliere ‘

(b) En un point régulier Mo(zo,0), la courbe C35 admet une tangente 7y de vecteur normal

- 3xg + oYy — 2 Lo
V(M) =2 A
o) =250 207 2). i,

M(z,y) € To <= MM -V f(Mp) = 0 <= (320+5y0—2)(z—0)+(3y0+520—2) (y—yo) = 0.

' To = (3z0 + 5yo — 2) + (3yo + 5o — 2)y = (3z0 + 5yo — 2)70 + (3y0 + 570 — 2)yo |

(c) On cherche M tel que :

{Moec&5 {3x3+10x0y0+3y3—4x0—4y0:4 {x3+2m0—4=0
<~ .

<
OX= 32¢ + 10z0yo + 3y3 — 2m0 — 2yo = 0 LeLo—Li | yg= —x0— 2

’ On trouve qu’il y a deux tangentes a C3 5 passant par O‘ :

celle en A(—1 —+/5,—1 +/5) et celle en B(—1+ /5, —1 —/5)|.

(d) La matrice de la partie quadratique de ’équation de C35 est H = < g g >

Comme H est symétrique réelle, d’apres le théoreme spectral, H est diagonalisable en base
orthonormée directe. De plus, xg(X) = X? — 6X — 16 = (X +2)(X — 8).

1 /1
Trivialement, Eg(H) = Vect(u), avec @ = 7 <1>, unitaire. E_o(H) L Eg(H) donc

1 /-1
E_5(H) = Vect(?), avec ¥ = ( >, unitaire et directement orthogonal & .

NoAR!

1 _
Ainsi, H = PDPT, avec D = diag(8, —2) et P = — < ! 11 > € SO(2).

V2 \ 1
X X
On pose <Y> =p! <'Z;> = (x) = P(Y) (formule de changement de base).

Y

r=-1(X-Y)
En notant (X,Y) les coordonnées dans le repere R' = (O;u, @), Y2 et
y=5X+Y)
I'"équation de C3 5 dans le repere R’ est :
NN (X - @)2 Y2
1
8X2—2Y2—4\/§X—4<:>8<X—4> —2Y? =5 = —— =1|
5 5
8 2
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Maths en PT*

11
Q (4,4) dans R |.

2
(35 est une hyperbole |de centre €2 de coordonnées ([, 0) dans R’ et

2 5
Les deux sommets de I’hyperbole C3 5 ont pour coordonnées (4 + \/; , O) dans R/ |.

X — \f> dans R’ |.

Les deux asymptotes de I’hyperbole C3 5 ont pour équations ¥ = £2 (

(Q; 1, V), placer les sommets de coordon-

(e) Pour le tracé, on peut construire le repere R”
)
nées :l:\/; ,0 ] dans R”, tracer les asymptotes d’équations Y = £2X dans R”, puis Cs 5

. . X2 V?
d’équation —— — 5 = 1 dans R" :

5 5

8 2

2. La matrice de la partie quadratique de I’équation de C, ; est ( Z a ), de déterminant a? — b?

On en déduit le type de la conique C, 3, éventuellement dégénérée :

- c’est une parabole si et seulement si |a| = |b];

- c’est une ellipse si et seulement si |a| > |b];

- c’est une hyperbole si et seulement si |a| < |b].

Partie 11

1. La série géométrique de raison (1 —pa) (1 —pp) € ]0, 1] converge et a pour somme

o 1 - 1
1—(1—pa)(l—pB) pa+pB—DpaPB|

2. Les variables A et B sont a valeurs dans N* (loi géométrique), donc (A+ B =0) = &.

Donc | P(A+ B =0) = P(2) =0

Marseille
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3. D’apres la question 2 de la Partie I, (X = 0) = (JA| = |B|) mais comme A et B sont positives,
ona:
(X=0)=A=B)= |J(A=kB=k),
keN*
union d’événements deux a deux incompatibles. Donc

+oo
P(X=0)=P(A=B)=) P(A=kB=k).
k=1
+00
Par indépendance de A et B,ona:|P(X =0)=P(A=B) = ZP(A =k)P(B=k)|
k=1

4. Puisque Vk € N*, P(A=k) = pa (1 —pa)" ' et P(B=k) =pp (1 —pp)* ", il reste

+oo
P(X =0) =" pa(l—pa)* " ps(1—pp)*~" = paps$.
k=1

Donc | P(X =0) = PAPE )
PA +PB — PAPB
+o00
5. Soit k € N*. (B > k) = U (B = i), union d’événements deux & deux incompatibles. Donc
i=k+1
+00 +00 ) DB (1 o pB)k
P(B>k‘): Z P(B:l): Z pB(]_—pB)lilzﬁ.
i=k+1 i=k+1 bB

Donc | P(B > k) = (1 —pp)*|.

6. La famille ((A = k))ken+ est un systéme complet d’événements, donc d’apres la formule des
probabilités totales, on a :

+oo too .
P(B>4) = S PB>AA=k)=3 PB>kA=k = Y P(B>kKPA=Fk
k=1 k=1 indep. 1 —
+oo
5 2 (1=pe) pa=pa) T =pa(l—pp) S,
Cok=1

1—
Donc | P(B > A) = pa(l=ps) .
PA+PB — PAPB

7. D’apres la question 2 de la Partie I, (X = 1) = (|A| > |B|) = (A > B), car A et B sont
positives.

De méme, (X = —1) = (B > A), donc| P(X = 1) = P(B > A) = AL —25)
DA +PB — PAPB

1—
et | PX=1)=1-PX=0)-P(X=-1)= pp(1—pa) |
PA+PB — DPAPB

E(X)=(-1)xP(X==1)4+0x P(X =0)+1x P(X =1) = P(X = 1) — P(X = —1).

Donc | E(X) = — PB—PA |
DA +PB — PAPB
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