Maths en PT* le 28/02/2025

Eléments de correction du DS n°

Probleme A : Algebre

Partie 1
1. Soit r 'endomorphisme canoniquement associé a R.
1 1 1
r(i) = 5(1 2,2), r(j) = §(2 1,-2), r(k) = 5(—2,2,—1).

On a (r(i),r(j)) = 0, [r()II* = [Ir(H)]* = ,
Donc (r(4),7(j)) est une famille orthonormée. De plus, r(i) Ar(j) = §(—6,6, —3) =r(k)
)

Donc (7(7),7(j),r(k)) est une base orthonormée directe de R?, R € O(3) et det(R) = 1.

Donc "I“ est une rotation ‘, d’axe E;(r) = Ker(r — id).

—2x+2y—22=0 v
(r,y,2) € Ker(r —id) <= ¢ 20 —-2y+22=0 <:>{ :g .
2r — 2y —42 =0 =

L’axe de la rotation est la droite D orientée par u = (1, 1,0) ‘

Déterminons I’angle 6 de la rotation.

cos(f) —sin(f) O 1 0 0
R est semblable a | sin(f) cos(d) 0] ou [0 cos(d) —sin(6)
0 0 1 0 sin(f) cos(@)

1 1 1
Donc tr(R) =1+ 2cos(f) = =, cos(f) = ~3 et § = +arccos <—3> [27].

37
1 2

klLuetkAr(k)=-(-2,-2,0) = —=u, donc det(k,r(k),u) < 0.
3 3

Donc sin(f) < 0 et | § = — arccos (—;) [27] |

2. R est une matrice orthogonale, donc R~! = RT.

0 2 2 0 6 -6
1 1 1
A1:RDR‘1:RDRT:§ 0 1 -2 RT:§ 6 -3 0 :gA.
0 -2 1 -6 0 3

0
1
0
0
Posons P, = R 0] R~!. P, est une matrice semblable & une matrice réduite de
1

o O O

projection, donc p1, endomorphisme canoniquement associé a P;, est une projection.

1 0 0
Posons S; = R|0 1 0 | R~'. S; est une matrice semblable & une matrice réduite de
0 0 -1

symétrie, donc s1, endomorphisme canoniquement associé a S, est une symétrie.
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10 0 000
Ai=RDR™' = R|0 1 0 |R'R|0 1 0o|R!
00 —1 00 1
000 10 0
= R|0 1 0|R'R[O 1 0 |R.
00 1 00 —1

Donc A1 = Slpl = P1Sl, d’ou f1 = 81 0pP1 = pP10S;1.

Donc ’ f1 est la composée commutative d’'une symétrie s; et d’une projection p; ‘

-1 0 0
(b) On pouvait choisir S; =R | 0 1 0 | R7!. |La symétrie s; n’est donc pas unique ‘
0 0 -1
10 0
(c) ST=R"HT|0 1 0 |RT=9
0 0 —1

Donc S est symétrique réelle et ses sous espaces propres sont orthogonaux.

Donc ’ la symétrie s; proposée a la question (a) est orthogonale ‘

0
0 | R~. Donc ‘ A est diagonalisable et Sp(A4) = {—3,0, 3} ‘
-3

0
4.(a) A=34,=R |0
0

o w o

(b) A=3A; =3I351P; et 313 est la matrice de I'homothétie de rapport 3.

Donc f est la composée de I'’homothétie de rapport 3, de s1 et de p;.

Partie 2

1. La matrice B est symétrique réelle, car ses coefficients sont réels et BT = B.

Donc ‘ B est diagonalisable dans une base de vecteurs propres orthonormée ‘

2. Notons xp € R[X] le polyndéme caractéristique de B. On a :

X-5/2 -1 -1/2
det(X I3 — B) = -1 X-2 -1
-1/2 -1 X -5/2
X-4 -1 -1/2
= X—-4 X-2 —1
GeCrerG x4 21 X —5)2
X—-4 -1 -1/2
= 0 X-1 —1/2
L2 %LQ—Ll 0 0 X -2
L+ Ls— 14

Donc xp(X) = (X —4)(X —1)(X —2) et ‘ les valeurs propres de B sont 1, 2 et 4 |.

Remarque : xp est scindé dans R a racines simples, ce qui prouve a nouveau que B est diago-
nalisable dans R. De plus, on en déduit que ses espaces propres sont des droites vectorielles.
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3. Déterminons E; = Ker(I3 — B), Ey = Ker(2I3 — B) et E4 = Ker(4I3 — B). Soit (x,y,2) € R3.

—3/2 -1 —1/2
e [3— B= -1 -1 -1 donc
—1/2 -1 -3/2
T —3r—2y—2=0 -3z —2(—x—2)—2=0
y| e B <— —r—y—2=0 <— Yy=—-x—2z
z —x—2y—32=0 —z—2(—x—2)—32=0
—xr+4+2z2=0 T T 1
z=z
= Yy=—T—2z <:>{ = |ly|l=|-22]=2|-2
y=—2z
z—2=0 z T 1
1 1
Ey = Vect(Uy), avec U = — | —2 |, qui est unitaire.
V6 4
~1/2 -1 —1/2
e2[s—B=| -1 0 -1 donc
~1/2 -1 -1/2
T —x—2y—2=20 2y=0
y| € By <— —xz—2=0 =1 r=-—z
z —x—2y—z=0 2y =
JRN T x 1
<:>{ :0 —|ly|l=10]==z0
y= z —z 1
1 1
Ey = Vect(Us), avec Uy = — | 0 |, qui est unitaire et orthogonal & Uj.

V24

e La matrice B étant symétrique réelle, £y | Fq et £y 1 Es.

Ey = Vect(Us), avec uz = uj A ug =

&l

1
1], qui est unitaire, orthogonal a Uy et a Us.
1

Donc|B = PAP™! avec A =

S O =

o N O

0
0
4

1 1 V3 V2
et P=—1-2 0 2

Vo1 —vi ve

qui est orthogonale |

Les coefficients diagonaux de A sont dans I’ordre croissant, ceux de la 11 ligne de P positifs.

4. Considérons la propriété H,, :

« B"=PA"P~1 » avecn € N.

— Initialisation : pour n =0, on a : BY = I3 et PA'P~! = P3P~ = PP~! = I3 = B,

Ainsi, Hy est vraie.

— Hérédité : Supposons que B” = PA"P~! 4 un rang n € N. Alors on a :
B"tl = B"B = PA"P'PAP~! = PA"[3AP~! = PA"AP~! = PA"HLp~L

Ainsi, H,; est vraie.

— Conclusion : Par récurrence, | pour tout entier naturel n, B* = PA"P~1|
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1 0 0 1 0 O
5 A"=10 2 0| =0 2 0 | et P est orthogonale, donc P~' = PT. Ainsi,
0O 0 47 0 0 47
] 1 V3 V2\ /1 0 0 1 1 -2 1
6\1 —v3 v2/ \o o ) VO\yz v2 vz
A 2"\/3 472 1 -2 1
= 5 -2 0 47\/2 V3 0 —V3 , donc
1 —2n/3 4w2) \V2 V2 V2
1+3.2n+22n+1 72+22n+1 173.2n+22n+1
B" :1 _2+22n+1 4+22n+1 _2+22n+1
6
1_3.2n+22n+1 _2+22n+1 1+3‘2n+22n+1

6. A’ est diagonale donc A’T = A’. De plus, P’ est orthogonale donc P'~! = P’ et on a :

BT — (P/Alplfl)T _ (P/A/P/T)T _ (P'T)TA/TP/T — pPAPT— pAP-1—B

Finalement, |si A’ est diagonale et P’ orthogonale, alors B’ = P'A’P'~1 est symétrique |.

Partie 3

1. (a) Soient u,v,w € R3 et A € R. On note U, V,W les matrices colonnes des coordonnées de
u,v,w dans la base %, respectivement. Comme U’ est une ligne et BV une colonne, on a :

o(u,v) =ULT(BV) € Ret o(u,v) = (UTBV)T = VIBTU = VI BU = p(v,u), car B = B.

Donc ’ © est une forme symétrique ‘ De plus, on a :

o(u, v+ w) =UTB(V +A\W) =UTBV + \UTBW = ¢(u,v) + Ap(u, w).

Ainsi, ¢ est symétrique et linéaire a droite, donc ‘  est bilinéaire ‘

1 1 1
—(1,-2,1), ug = —(1,0,—1) et ug = —(1,1,1).
\/6( ), u2 ﬁ( ) et ug \/g( )

D’apres la question 3 de la Partie 2, %’ = (u1, u2, u3) est une base orthonormée de R? et P
est la matrice de passage de la base orthonormée (canonique) % = (i, j, k) a la base %A’.

(b) Soient u; =

De plus, U’ = PTU = P~'U et U = PU’. D’apres la formule de changement de base,

’ U’ est le vecteur colonne des coordonnées de u dans la base %’ ‘

(c) Toujours d’apres la question 3 de la Partie 2, on a : B = PAP~! = PAPT et donc

T

¢(u,u) =UTBU =U"PDPTU = (P"U)" DPTU =|U'"DU" = p(u,u) |

/

x 1 0 0\ /2 x
AvecU'= [y |,ona: puu)= (" y 2)[0 2 0 y =@ v )2
2! 0 0 4 2 47

Donc |p(u,u) = 2’2 + 2y’ % +42'2|
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(d) On déduit que ¢(u,u) > 0, comme somme de réels positifs. De plus, on a :

ou,u) =0 <= 22 4+2/?+47?=0=2"2=2)? =42 =0=2a' =y =2 =0

0 0 0
— U=[(0]l=PU=|0]=U=[0] < u=1(0,0,0).
0 0 0

Ainsi, ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Donc | ¢ est un produit scalaire sur R3 |.

2. (a) Soit u et v deux vecteurs propres de g associés a deux valeurs propres distinctes A et p,
respectivement. On a :

g(u) = Au, g(v) = pv, v #(0,0,0) et v #(0,0,0).
Comme g est I’endomorphisme canoniquement associé a B, BU = AU et BV = uV. Donc
o(u,v) =UTBV =UTpV = pUTV et p(v,u) = VIBU = VAU = \VITU = \UTY,
par symétrie du produit scalaire usuel (-, -).

¢ étant également symétrique, on a : ¢(u,v) = p(v,u).

On en déduit que pUTV = ANUTV, puis que UTV =0, car A # p.

Finalement, ¢(u,v) = pUTV =0 et ’u est orthogonal & v pour le produit scalaire ¢ |.

(b) D’apres la question 3 de la Partie 2, #' = (u1,u2,us3) est une base de vecteurs propres de
g associés a trois valeurs propres distinctes de g. Donc, ces trois vecteurs propres sont deux
a deux orthogonaux pour ¢. De plus, on a :

1
U, = Py =

es}

, donc p(uy,ur) =12 + 2.0 + 4.0 = 1;

()

)

Uy = P'Uy=

—_

, donc p(ug, uz) = 0% + 2.12 + 4.0% = 2;

(==}

@)

U, = PTU3=

o

, donc p(us,uz) = 0% + 2.0 + 4.1 = 4.

—_

1 1 1 1 1

—(1,-2,1), vo = —u92 = =(1,0,—1) et v3 = —uz = ——=(1,1,1).
\/6( ), 2 Noke 5( ) et vg Nk 2\/3( )

Ainsi, ‘%’” = (v1,v2,v3) est une base orthonormée pour ¢ ‘

Posons v1 = u1 =

3.0naF,={velR®|(v,u) =VIU =0} et F, = {v e R?| p(v,u) = VI BU = 0}.
Soit u un vecteur propre de g associé a la valeur propre A. g(u) = Au donc BU = AU et on a :

WEF <= VIBU=0<=VINU=0= \WIU=0=VIU=0<=vEF,

car A € {1,2,4} n’est pas nulle. Ainsi, .
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4. (a) La base & = (i, j, k) est orthonormée pour le produit scalaire (-, -).

Donc ’ F; = Vect(j, k) et (j,k) est une base de F;

(b) Soit w = (z,y,2) €R? on a :

1
weF < pwi)=0<(z y 2)B|0|=0
0
5/2 1 1/2 1 5/2
= (ac Y z) 1 2 1 0 :0<:>(a: Y z) 1 1 =0
1/2 1 5/2 0 1/2

— br+2y+z2=0<= w=(z,y,—5x —2y) = x(1,0,-5) + y(0,1, —2).

Donc | F] = Vect(wy, ws), avec wy = (1,0, —5) et wy = (0,1, —2) non colinbaires |

c) w1 =1 — 5k € F/ mais wy ¢ F; = Vect(j, k). Donc | F; # F/|.
1 1

F; est le plan d’équation x = 0 et F] celui d’équation 5z + 2y + z = 0. Donc, on a :

Ainsi, | F; N F] = Vect(ws3), avec w3 = (0,1, —-2) |.

5.(a) Pour v € R3, v € F, <= ¢(u,v) =0 <= UT'BV =0 <= (u,g(v)) = 0 <= g(v) € F,.

Ainsi, |v € F, = g(v) € P, |

(b) Soient v,w € R3. Comme BT = B, on a :

(g(v),w) = (BV)'W = VIB'W = VI(BW) = (v, g(w)),

Donc | pour tous v,w € R3, (g(v),w) = (v, g(w)) |

6. (a) Soit u € R? non nul tel que F, = F'.
e Soit w € g (Fy). Il existe v € F,, tel que w = g(v).
Comme F, = F!, v € F/ et, d’apres la question 5(a) de cette Partie 3, w = g(v) € F,,.
Ainsi, | g (F,) C F, | et F, est stable par g.

e 0 n’est pas valeur propre de g, donc Ker(g) = {(0,0,0)} et g est bijectif.

Donc g induit un automorphisme de F, et g(F,) est un s.e.v. de F,, de méme dimension.

Donc | g(Fy) = Fy, |

(b) Donc, si v € Fy, g(v) € F, et, d’apres la question 5(b) de cette Partie 3, on a :
(9(u),v) = (u, g(v)) = 0.

Donc, ‘ g(u) est orthogonal & F,, pour le produit scalaire (-, ) ‘

Or, F, = (Vect(u))*, donc g(u) € F-, avec F- = Vect(u).

On en déduit que g(u) est de la forme g(u) = au avec o € R.

Comme u est non nul, ‘u est bien un vecteur propre de g ‘
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Probléeme B : Probabilités

Partie 1

1. T renvoie le rang du premier succes lors de la répétition d’épreuves de Bernoulli indépendantes

de méme parametre p, donc | T ~ G(p) |.

Ainsi, T(Q) = N* et Vk € N*, P(T = k) = p(1 — p)*~ L.

2. Soit R I’événement « réussir au moins un panier ».

Si R est réalisé, alors il existe un rang k € N* tel que le k-iéme lancer est le premier réussi et, si
il existe un rang k € N* tel que le k-ieme lancer est le premier réussi, alors R est réalisé. Donc

+o0o
R=JT=k=0Q et P(R)=1,
k=1

car T(Q) = N* et ((T = k))ren+ est un systéme complet d’événements.

‘P(R) = 1 donc I'évenement « réussir au moins un panier » est quasi-certain |.

3. (a) Sy compte le nombre de succes lors de la répétition de N épreuves de Bernoulli indépen-

dantes de méme parametre p, donc | Sy ~ B(N,p) |.

Ainsi, Sy(Q) = [0, N] et Vk € [0, N], P(Sy = k)

(b) f(p) = p(1 — p) = —p? + p est polynomiale réelle de degré deux.

(i)pk(l —-p)M .

1 1
f a pour coefficient dominant —1 < 0 donc f admet un maximum atteint en py = 5 =75
1 1 1 "
Donc|p(l —p) < f (2> =1t Remarque : on peut aussi étudier les variations de f su [0, 1].
S 1 N
(¢c) Comme Sy ~ B(N,p), par linéarité de I'espérance, on a : E (J\][V = —E(Sy) = Wp =p.
Sn 1 Np(l—p) _p(l—p)
De plus, V <N ) = N2V(SN) = e ==
S 1—
Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a : Ve > 0, P < WN — p‘ > 6) < p(NQM
€
1 SN 1
Comme p(1 —p) < T Ve >0, P < N —p' >5) < Ve |
Partie 2

1. (a) Par le théoreme de transfert, on a :

E <e)\(X1—p)> _ e)\(O—p)P(Xl — O) + e)\(l—p)P(Xl —

Comme g(A) = In(h()\)), on a bien :

E (eA(Xl—m) — oI |

1) = (1= p)e*07P 4 per17P) — B(A).
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(b)

N N

N
Notons que, par linéarité de la somme, A (Sy — Np) = A (Z X, — Zp) = Z AMXk —p)
k=1 k=1 =

Comme les X}, sont indépendantes et de méme loi, on a :

E (ex(sN—Np)> —E (ﬁ e/\(Xk—p)> _ ﬁ E (eA(Xk—m) _ ﬁ oI — (N9
k=1 k=1 k=1

2
g(\) < 5 donc, par croissance de 'exponentielle, on a : |E <e)‘(SN_N1”)) <e

N2
3 A

Soit e >0et A > 0.

La fonction exponentielle étant strictement croissante et NA > 0, par équivalence, on a :

(?V —pz E) = (M(Sy — Np) = ANe) = (e)‘(SN*Np) > eANs) _

En appliquant I'inégalité de Markov a la variable aléatoire MEN=ND) > 0, on obtient :
N 2
P Sl > -P A(Sy—Np) > ANe < ( ) A
N P=¢)=4F° =¢ = = ANe’

S N
d’apres le résultat de la question précédente. D’ou | P (]\]]V —p> 5) < exp (—N)\a + 2)\2> .

On cherche € > 0 tel que :

N N
—N)\e+5)\2:—552@52—2)\54—)\2:0@()\—5)2:0<:>)\:5.

S
Cela prouve que, |pour A = ¢, on a bien : P <]<TV —p> 5) < 2

SN
Si I'on veut que — soit une approximation de p avec une erreur inférieure a €, c’est a dire

SN
N s

que I’événement ( 6) soit réalisé, cette inégalité donne une majoration de la

N
probabilité que cela ne soit pas le cas, que 'on appelle le risque d’erreur. Nlim e 2 = 0,
—+o00

donc en prenant N assez grand, on peut rendre le risque d’erreur aussi petit que 1’on veut.
La méthode des grandes déviations donne un risque d’erreur plus petit que celle de la Partie
1 des que :

1 N 1
67%62 < m e f <2€2> < g, ou f(ﬂj) = ge ~.

N N
Apres une étude de f, graphiquement, c’est le cas si 552 < 0.15 ou si 582 > 3.3.
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