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Exercice 1 : Algébre linéaire

1. (a) La somme des racines n-iemes de I'unité est nulle pour n > 2. Ici, 1, j et 52 sont les racines

(b)

(e)

cubiques de 'unité et

1+j+52=0|

Le calcul des puissances de J se fait facilement matriciellement. On a :

00 1 10 0
J2=[1 0 of, A=|0 1 0
010 00 1

Soit k£ € N. La division euclidienne de k par 3 s’écrit k = 3q + r avec r € {0, 1,2}, d’ou
Jh= 0T = (P =] =T

On a donc :

En ajoutant a la premiere colonne les deux autres, il vient :

A —1 0 1 -1 0 1 -1 0

=10 A “1=0-D]1 A “1l=0-10 A+l —1=[A—DN+Ar+1)]
-1 0 A 1 0 A 0 1 A

On a donc : |Sp(J) = {1,7,52 =7} |

Par ailleurs, y est scindé a racines simples donc J est diagonalisable sur C (et ses sous-espaces
propres sont des droites vectorielles).

On détermine les sous-espaces propres de J. On constate en résolvant les systemes JX = X et
JX = jX (ou directement) que

0 1 0\ /1 1 010 j 1
00 1)1[1=|1 et 0 01 il=172=4li
100/ \1 1 10 0/ \j2 1 ;2
1 1
On a donc | E4(J) = Vect(| 1 |) et E;(J) = Vect(| j |)|
1 52
On obtient le troisitme vecteur propre par conjugaison : si JX = jX, alors JX = jX, soit,
1 1 1 1
comme J est réelle, JX = jX = j2X. On a donc | E;(J) = Vect(| 72 |)|et | P = |1 5 j?
J Lg%

On peut alors écrire

010 1 1 1 1 0 0 1 1 1

00 1|=11 4 42110 4 o1 5 42

100 12 5) o0 2\t 2
1 1 1 1
Le calcul conduit & PP = 313, d'ou | P~ = 3 1 52
L j
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(f) On peut décomposer | A(a, b, ¢) = als + bJ + ¢J? | Soit P la matrice de la question ci-dessus. On
a alors

P 'A(a,b,c)P = P! (a13 +bJ + cJQ)P = aP 'LP+bP ' JP +cP P
= aly + bP~'JP + ¢(P'JP)’ = al3 + bdiag(1, j, j?) + cdiag(1, 12, )
= diag(a + b+ c,a + jb+ j%c,a + bj* + cj),

ce qui montre que la base de diagonalisation de J obtenue a la question d. (et, en fait, toute
base de diagonalisation de .J) est aussi base de diagonalisation de toutes les matrices A(a, b, ¢),
et est donc indépendante de a, b et c. De plus,

Sp(A(a,b,c)) = {a—l—b+c,a+jb+j26,a+j2b+jc} .

o 1 0 -0

o
o
—_

10 -~ 0 0

(b) On peut procéder matriciellement, mais cela se fait aussi directement :
n n n
o) = (Et ) = 3w ule) = Yt e
k=1 k=1 k=2
n+1

n
=Y Wl =wd wile = (W |
k=2 =1

(c) La question précédente montre que toutes les racines n-iemes de 'unité sont valeurs propres de
u. Cela donne n valeurs propres. Comme u € L(C") et que dimC" = n, on en déduit que ces n
valeurs propres sont de multiplicité 1, et que E,(u) = Vect(x,,), les z,, formant une base de C".
u est donc diagonalisable.

(d) Comme U est semblable a une matrice diagonale D dont les éléments diagonaux sont des racines
n-iemes de I'unité, on a D™ = I,,, donc U™ est semblable a I,,, donc U™ = I,,.

Ainsi, on a : [u" = idcn |-

Exercice 2 : Probabilités

1. On commence par retrouver la loi marginale de X (et de Y qui suit la méme loi que X). La famille
(Y = {)4en est un systeme complet d’événements, donc d’apres la formule des probabilités totales,

“+00

= ! !
Vk € N, MX:k)ZZP(X:ka:@:ZW:F
£=0 (=0
Ensuite, encore d’apres la formule des probabilités totales,
“+o0o +oo o
1=P(Q) = ZIP(X:k) = ngq =4«
k=0 k=0
On en déduit que
1 1
a=7| et Vk € N, P(X:k):[?(y:k;)zﬁ
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2. Pour tout couple d’entiers naturels (k, £), on a

1 1 1

P(X = k) x P(Y =) = 5o X 55 = 5 = POX= kY = 0)
donc ’X et Y sont indépendantes ‘
“+o0o
3. Ona (X >n) = J(X =k), et comme ces événements sont deux & deux incompatibles,
k=n
+o00 400 1 1
P(X}n):];IP(X:k:):];QkH =5
+o0o
4. Ona (X =Y)=J(X =n,Y =n) et par incompatibilité¢ des événements, et indépendance de X
n=0

et Y, on obtient

ey =1 11 1
PX=Y)=Y PX=n)xPY=n)=) 55=17"1=3

1

Pour déterminer P(X < Y), on peut faire un calcul analogue au précédent, basé sur 1'écriture
“+oo

(X<Y)=JX=nY>=2n+1).
n=0
On peut aussi admettre que P(X < Y) = P(X > Y) car X et Y sont indépendantes et de méme

loi. Alors,

1 1
1:IP’(X<Y)+IP’(X:Y)+]P’(X>Y):2]P>(X<Y)+§ donc ]P’(X<Y):g

5. On a Z(2) = N et pour tout n € N,(Z > n) = (X =2 n)Nn (Y > n). Comme X et Y sont

indépendantes, il vient
1

P(Z}n)z]P’(X}n)XIP’(Y}n):ﬁ

Enfin, on écrit (Z > n) = (Z =n)U(Z > n+ 1), réunion de deux événements incompatibles, donc

1 1 3
P(Zzn)zP(Z}n)—IP’(Z}n—i—l):%_W:W

3
922n+2 |

Finalement, pour tout n € N, |P(Z =n) =

6. On a (Z,7)(Q2) C N x Z par définition. Ensuite, pour tout couple (n,t) € N x Z, on a
(Z=n,T=1t)= {

Comme (X,Y)(Q) = N?, on en déduit que (Z,T)(Q) = N x Z. Puis,

P(X =n—+tY =n)=1/22"42 st >0 1

V(n,t)GNXZ, IP(Z:TL’T:.[:):{P(X:n’Y:n—t)zl/ZQH_t'i'Q Slt<0 :722n+\t|+2
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On en déduit la loi de T' : pour tout t € Z,

P(T = —+OO]P’Z— T = SN Lo
( —t)— Zo ( =n, —75)— 222n+\t|+2 - 2|t\+21_% 3.9l
: 1 .
Finalement, pour tout t € Z, |P(T =t) = 3ol | Il s’ensuit que
3 1 1
V(nt) ENXZ, B(Z=n)xP(l=t)= 5 X = = s = P(Z =, T = t),

donc ’ Z et T sont indépendantes ‘

7. k étant un entier fixé dans N, on a, pour tout n € N,

%} sin>k
(X=kZ=n)=4 (X=kKY>k) sin=k
(X =kY=n) sin<k
On en déduit, par indépendance de X et Y, que
0 sin >k,
P(X =k, Z=n)=13 1/22**1  sin=k,

1/2nk+2 sin < k

On a donc
0 sin>k
P(X =k 2Z=n i
Px—)(Z =n) = (P(X:k) ) _ 128 sin=k
/2" sin <k

Probleme : Analyse

Partie I

L. uy = /§ 1dt d’ou et up = /§ costdt = [sint]g, d’on .
0 0

2. Vn e Nyupy1 —uy, = /5 cos”(t)(cost — 1)dt.
0

m
Comme t — cos™(t)(cost — 1) est négative sur [0,5], par positivité de U'intégrale, les bornes étant

ordonnées, u,11 — u, < 0 et |la suite (u,), est donc décroissante |

De plus, si I'intégrale d’une fonction continue et positive est nulle, alors la fonction est nulle sur 'in-

i
tervalle d’intégration. Comme cos™(t) est strictement positif sur [0,5[, uy, est strictement positif |

3. Vn > 1,uns = / ? cos™ (1) dt.
0
On effectue une intégration par parties en posant u(t) = cos”(t) et v'(t) = cos(t),
u'(t) = —nsintcos™ 1 (t) et v(t) = sint. u et v sont de classe C' sur le segment [0,5] et on a :

kS s

Upyr = |Sintcos™t| > +n ? sin? ¢ cos™ ! tdt.
0 0
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Le crochet est nul et en écrivant sin?t = 1 — cos? ¢, il vient u,,1 = n(tp_1 — Upt1), pour tout n > 1.

On a alors :

Vn > 1ty =
n

4. Par décroissance de la suite (u,,), tupr1 < u, < u,_1, pour n > 1, et d’apres la question précédente,

n . .
n 1un,1 < u, < u,_1, dou par encadrement, u, ~ u,_1, autrement dit [u, ~ U, 1]
n

5. La relation de la question 3 donne pour n > 1, (n + 1)u,+1 = nu,_1 et en multipliant cette égalité
par uy,, il vient pour n > 1, (n + 1)up 11U, = NUpUy_1.

- . < . 7r
La suite ((n + 1)u,4+1u,,) est donc constante égale a son premier terme ujug = —

s s
6. On a alors (n + 1)uyqu, = 5 et comme wu, 1 ~ u, d’apres la question 4, on obtient ui ~ 5 et
n

par positivité de la suite (u,) (obtenue a la question 2) :

T
Up ~ 4| —
2n

7. On a alors RC(>_u,z™) = RC(D ,/%w”) = RC(> n~Y2g™) =1, d’ott d’aprés le cours :

RC(Z upz™) =1

Partie 11

m
1. Pour z € | — 1,1], |z cost| < 1, pour tout ¢, et t — est continue sur le segment [0, 5]

1 —xcost

F' est donc bien définie sur | — 1, 1[|.

F(O):/Edtzz.
0 2

2. On applique le théoréme de classe C' des intégrales dépendant d’un parametre.

Soit f : t)— —.
oit f: (1) 1 —xcost

Ve ,0] x— of cost

est de classe C! sur [—a,a]. On a : ==(z,t) = (1= zcost)?

oz

T
est intégrable sur [0, 5], d’aprés la question 1 (intégrale d’une

1 —xcost

- Vo € [—a,al, t —

1 —xcost
fonction continue sur un segment)
Vo € [—a,a], t — — 2 ot conti 0, 7]
-Vx € |—a,al, ——  est continue sur |0, -
(1 —zcost)? 2
T cost 1 . L ™
-V € [—a,al, Vt € |0, 5], = xcost)Z‘ S p— = ¢(t), ou @ est intégrale sur [0, 5] car

continue sur ce segment.

La fonction F est donc de classe C! sur [—a,a] |
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3. F étant de classe C' sur [—a, a] pour tout a €]0,1[, elle I'est sur | J [—a,a] =] —1,1[, et on a :
a€lo,1]

vz €] - 1,1], F/(x):/)ggi(ﬁ’”dt:/og( cost

1 —xcost)?

4. Pourz €| —1,1[et t € R, [zcost| < 1. On a donc : ———— = z"cos" ¢,
1 —xzcost ‘=
. [2 1 X
d’ou/ 7dt:/ > a” cos™ tdt.
0o 1—xcost 0 120

On applique le théoreme d’intégration terme a terme pour échanger Z et / .

™

- Pour z € | — 1, 1] fixé, t — est continue sur [0, 5]

1 —xcost
T
- Pour tout n € N, ¢ — 2" cos™ t est intégrable sur [0, 5] car continue sur un segment.

a /5 ‘x"cos”t‘dt = |z|" /5 cos" tdt car cost > 0 pour t € [0, g] Comme RC(> u,z") = 1,
0 0

Z (x" / ® cos™ tdt) converge absolument.
0

3 1
On en déduit que : / : C——
0 _

—+00 jus
dt =>" / * 2" cos™ tdt, autrement dit :
T Ccost 70”0

+o0o
Vee]-1,1[, F(z) =) u,a"
n=0

5. F étant développable en série entiere sur |-1,1[, |elle est de classe C* sur ]-1,1[|.

Partie III
1. a3 = y'(0) et en remplagant = par 0 dans I’équation différentielle (Eg), il vient .

2. La fonction y est de classe C! sur | — R, R[, et par dérivation terme & terme, on a

+oo —+00
Vz €] - R,R[, y(z)=> na,z" = > (n+ agia”
n=0 n=0
donc
“+00 o0 400
Ve €] - R B[, > (n+Daz" — > naa™™ =Y a,a™t =1
n=0 n=0 n=0
donc
+o0
Ve el - R R[, a1+ Z [(n 4+ 1)aps1 — na,—1]z" =1
n=1

Par unicité du développement en série entiere au voisinage de 'origine, on en déduit que

n
N* Va1 — na,_1 = d el = n—
Vn e N*,  (n+1)ayy —na,_1 =0 onc  Gpqq n+1a 1
3. En substituant 2p — 1 a n, on obtient
2p—1 2p—1)(2p—3)---1 (2p)! w
VpeN = a9, o d = - Z
p I a‘2p 2p a2p 2 onc a2p 2p(2p _ 2) . 2 aO 22p(p!)2 2
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De méme, en substituant 2p a n, on trouve

s done g = D DR,
2p+1 2p—1 2p+1 (2p+1>(2p_1)”.3 1 (2p+1)|

vp € N7 Q2p+1 =

On a donc finalement :

2% (p!)? (2p)!
(2p +1)! B

Vp € Nyagy1 =

4. Pour tout x €] — 1, 1[, on a d’apres la question 4 de la partie 1T :

+00 +o0 +oo +oo +oo
(1—2?)F'(z)—zF(z) = (1—2%) Y nu,a™ ' =2 > w2 = nups™ ' = nupa™ = w2

“+00 “+o00 +oo +o0
=> (n+ Dupz" =Y (n—Dupgz™ = > upqz” =Y ((n + Dy — nun_l)x" + uy.
n=0 n=1 n=1 n=1

D’apres la question 3 de la partie I, on a : (n + 1)u,.1 — nu,—1 = 0 pour tout n > 1, et comme
uy = 1, il vient :

Vee]—-1,1, (1 —2*)F'(x) —zF(z) =1

Comme par ailleurs F'(0) = g, F est bien solution du probleme de Cauchy (P) |
5. Sur l'intervalle | — 1,1, la solution générale de ’équation linéaire homogene est :
1 A
vio) = Aexp (~5 1 (1-a%)) = 2y (A€R)
On cherche alors la solution générale de (Eg) sur | — 1,1[ par la méthode de la variation de la
A(z)
constante sous la forme y(z) = ———-—, ol A est une fonction de classe C! sur | — 1, 1[. Celle-ci
o) = - 111
est solution de (Eg) si et seulement si :
rA(x) T A(x) 1

=l<—=Vee-11, A)=

Vo €] - 1,1], \/1—7332A,($)+ V-2 Ji-22

<—da e R Vx €] —1,1], A(z) = arcsin(z) + «
_arcsin(z) + o

V1— 22

La condition initiale donne o = y(0), donc la solution du probleme (P;) est

V1—2a?

—JaeRVre|l-1,1, y(z)

arcsin(z) + §
y(@) = —F—=—+
V1—=x

Puisque F' est I'unique solution du probleme de Cauchy (P;), on a :

arcsin(z) + 5

L S




