
Maths en PT* à rendre le 24/01/2025

Devoir de maison n◦9

Problème 1 : obtenir un DSE en résolvant une équation différentielle

1. Montrer que f : x 7−→ e−x
2/2

∫ x

0
et

2/2dt est solution de y′ = 1− xy.

2. En déduire le développement en série entière de f et son rayon de convergence.

Problème 2 : étude d’une famille d’endomorphismes - d’après Mines-Télécom 2024

Dans Rn muni du produit scalaire canonique, soit u non nul et, pour α ∈ R,

fα(x) = x+ α〈x, u〉u, ∀x ∈ Rn.

1. Montrer que fα ∈ L (Rn).

2. Montrer que ∀(α, β) ∈ R2, ∃m ∈ R, fα ◦ fβ = fm.

Exprimer m en fonction de α et β.

3. Existe-t-il α ∈ R tel que fα est bijective ?

Problème 3 : BON de Legendre - d’après oral II 2019

Soit n ∈ N. On pose Ln(x) =
n!

(2n)!
.
dn[(x2 − 1)n]

dxn
pour x ∈ R.

1. Montrer que Ln est une fonction polynomiale de degré n et de coefficient dominant 1.

2. Soit n ∈ N∗. Montrer que, pour tout Q ∈ Rn−1[X], on a :

∫ 1

−1
Ln(t)Q(t)dt = 0.

3. En déduire que (L0, . . . , Ln) est une base orthogonale de Rn[X] pour un produit scalaire ϕ à
préciser. Calculer ‖Lk‖.
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