Maths en PT* le 24/01/2025

Eléments de correction du DM n°9

Probléme 1 : obtenir un DSE en résolvant une équation différentielle

2 . . . .
1. p:t—el /2 est continue sur R, comme composée de fonctions continues.

X
Donc & : 2 — / /2t est la primitive de ¢ sur R qui s’annule en 0, d’apres le théoreme

0
fondamental du calcul intégral.

Ainsi, f est de classe ¢! sur R, comme produit de fonctions €' et

Ve R, f/(z) = _$e—x2/2/ 2t 4 e 2" 2 = —pf(x) + 1.
0

Donc ‘ f est la solution sur R du probléme de Cauchy linéaire &7 : v/ =1 — zy et y(0) =0 ‘

+o00

2. On cherche la solution de &2 développable en série entiere y(x) = Z apz™ sur un intervalle
n=0
] — R, R[. y est €' sur ] — R, R| et, par dérivation terme & terme, on a :

+oo +oo
Vz €] - R,R|, ¥/ (x) = Znana:”_l = Z(n + Dapy12™ et
n=1 n=0

+oo +o00o
y(z)=1—ay(r) <= Z(n + Dapr12" =1— Z anx™t
n=0 n=0

“+o0o +oo
= a;+ Z(n + Dappr2™ =1~ Z an-12"

n=1 n=1

Par unicité du développement en série entiere, on a : a3 = ¢/ (0) = 1 et

Gy

Vn>1, (n+1)apt1 = —ap—1 < aps1 = _nlll

aozy(O):0etsiagn:0éunrangnzOalorsa2n+2:—2a2:2 =0
n

—+00 “+00
Donc, par récurrence, ‘Vn eN, ag, =0 ‘ et Vx €] — R, R|, Z apx” = Z agnyr 2"
n=0 n=0

De plus, par un raisonnement en cascade, on a :

a I Vs (—1)%agn—3 o (=1)"a1 _ (=1)"2"(n!)
T on+1 T 2n+1)(2n—1) @n+1)x(2n—1)x---x3  (2n+1)

—-2)"(n!

Ainsi, par récurrence, |Vn € N, ag,41 = w . On pose u, = a2n+1x2”+1.
(2n+1)!

Pour x # 0, on a : Untl) _ [2I* — 0<1

’ | uy | 2043 no+oo '

i1 S~ (270 5

Par la rogle de d’Alembert, | R (Z a1 22 ) = tooet Vo €R, flz) = nz:; iy nt
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Probléeme 2 : étude d’une famille d’endomorphismes - d’apres Mines-Télécom 2024

Dans R™ muni du produit scalaire canonique, soit © non nul et, pour a € R,
fo(z) =+ oz, u)u, Vo € R™.

1. Soient z,y € R™ et A € R. Le produit scalaire étant une forme bilinéaire, On a :

falz) = x4+ alzr,u)u € R", comme combinaison linéaire de z,u € R" et
——
€R
falx+Ay) = xz+Ay+ oz + Ay, u)u

= v+ alr,vu+ Ay + oy, u)u)
= fa(2) + AMaly).

Donc | fo € Z(R") |.

2. Soit (a, ) € R2. Pour tout z € R”, on a :
faofsx) = falz+ Bz, u)u)
= 2+ B, uu+ alz + Bz, wyu, u)u
=+ Bz, uyu + alz, uyu + af{u, u) {z, u)u
= o+ (B +a+aflul’) (z,u)u

= fm(z), avec m = B + a + af||ul/*.

Donc | fo 0 f3 = fm, avec m = 8+ a + af||lul|?) | Notons que fzo fo = fao f5.

3. Vo € R", fo(x) = . Donc fy =idgn et, sim =0, on a fzo fo = fo o fg = idrn. De plus,

1
m=0e Bl +alulf) = —a et 1+alul’ £0 a0
u
1 .. . s @
Donc, | pour tout a # ——-, fq est bijective, de réciproque fz, avec f = —————|.
Tl L+ a|ul|
(z,u)

u et

Remarque : Si o = alors pour tout x € R", f,(x) =z —

lul]?’ ?

fa est la projection orthogonale de R™ sur I'hyperplan H = Vect(u)*, de vecteur normal .

lu

Dans ce cas, Ker(f,) = Vect(u) est non nul et f, n’est pas une bijection.

Probléeme 3 : BON de Legendre - d’aprés oral IT 2019

1. Soit le polynome P, = (X2—1)", dont le terme de plus haut degré est X" (formule du binome).

Sa dérivée n—iéme Bg") est donc un polynome dont le terme de plus haut degré est :

(2n)(2n —1)---(2n —n + 1) X" = (2:')!X”.

En multipliant par P ‘Ln est polynomiale de degré n et de coefficient dominant 1 |.

(2n)!
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2. Soit n € N*. Notons que P,, = (X —1)"(X + 1)" a pour racines 1, chacune de multiplicité n.
Donc V& € [0,n — 1], P (£1) = 0.

Soit @ € R,,_1[X]. Par intégrations par parties successives, on a :

/J%M@de :[ﬂ?”mmm%—/qﬂn”mqw&
-1 -1
=0

——ﬂ#”@@@h+&w/}#”wama

-1 S——
=0 =0
=0
1 n! 1
Par linéarité de l'intégrale, |VQ € R,,_1[X], / L,(t)Q(t)dt = n)l / PM()Q(t)dt = 0|,
-1 Y J

+1
3. On munit R, [X] du produit scalaire p(P, Q) = / P(t)Q(t)dt.
-1

D’apres les questions précédentes, si k,p € [[O, n]] avec k < p, alors on a :
L, e Ry[X], Ly € R,_1[X] et @(Lg,Ly) = p(Ly, L) = 0.

Donc (Lo, ..., Ly) est une famille orthogonale de polynémes non nuls de R,,[X]. Elle est donc
libre de cardinale n + 1 = dim(R,[X]). C’est une base orthogonale de R, [X].

Soit k € [[0, n]] Par intégrations par parties successives, on a :

+1
k k k
H%W2=/!%NW$@&

1
k— k k— k
PPt - [ R0 g

= (—1)2k(2k)!/ (1—t2)kde

-1

w/2
= (2k:)!/ cos® T (z)dz, en posant t = sin(z), dt = cos(z)dz.
—7/2

w/2
On pose I, = / cos?*(z) cos(z)dz. Par intégration par parties, pour k > 1, on a :
—7/2

/2 /2
I, = [cos%(m) sin(x)} —1—2/{/ cos?*H(z) sin’(z) dz = 2klp_; — 2kIj.
—7/2 —r/2 ——

=1-—cos2(x)

=0
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2%k (2k)(2k — 2) (2 (K!)]2 /W
I — = I g = .= 71 I — o d — 2
POk T @k )2k —1) (2 + 1)1 Ve _W/QCOS(@ v
2[2F (k1)]?(2k)! k! k 2k+1/2(k1)?
Done |[PF)2 = 2k)1, = ZE SRS o = — 1P| = _

Ly PP @k+1)2
L&l oy 2k+1/2k

Plgk), ke [[O,n]], forment une BON de R,,[X] pour ¢|.
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