Maths en PT* le 07/01/2025

Eléments de correction du DM n°8

Probleme 1 : transformée de Fourier d’une fonction particuliére - d’apres oral 1I 2019

61ta:a—t

Vit

1.a>1etat=e 9 avecIn(a) > 0. On pose f(z) = / g(x,t)dt, avec g(z,t) =
0

e Pour t €]0, +oo[ fixé : & — g(x,t) € €°(R), comme fonction exponentielle.
e Pour 7 € R fixé : t — g(z,t) € €°(]0, +00]), comme produit de fonctions continues.
e Pour tout = € R et tout ¢ €]0, +oo[, on a : |g(x,t)| = ¢ - o(t).

Vit

De plus, ¢ € €°(]0, +00o]), comme produit de fonctions continues.

1 1
o(t) ~ — et t — — est intégrable en 0T car 1/2 < 1.

0Vt t1/2

1 1
o(t) =0 <t2>’ par croissance comparée, et t — 2 est intégrable en 400 car 2 > 1.

Donc, par comparaison, ¢ est intégrable sur |0, +oo].

Par le théoréeme de continuité sous le signe intégrale, | f est définie et continue sur R |.

e Pour ¢ €]0, +oo[ fixé : & — g(x,t) € €1 (R), comme fonction exponentielle, et on a :

dg _ ite  —t
%(m,t)—lx/ie a "

e Pour z € R fixé : t — g(x,t) est intégrable sur ]0, +o00[, d’apres ce qui précede.

s,
e Pour z € R fixé : t —> 8—g(x, t) € €°(]0, +o0[), comme produit de fonctions continues.
x

e Pour tout = € R et tout ¢ €]0, +o0], on a : ‘gg(az,t)‘ =Vta Tt = ().
x

1
¥ € €9([0, +oc[), comme produit de fonctions continues, et 1)(t) =0 (t2>’ par croissance

comparée. Donc, par comparaison, ¢ est intégrable sur [0, +o00].

Par le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, ]?E €*(R) | De plus, on a :

~ +m .
VzeR, f'(z)= i/ Vitel®a~tdt |,
0

2. Soit x € R fixé. On pose u(t) = 2v/1, v(t) = e™@a~ = e~ tIn(@)—ir),

u,v € €1(]0,+00), |u(t)v(t)] = 2vta™" M 0, par croissance comparée, et u(0)v(0) = 0.
—+o00

Comme l'intégrale f(z) = / u'(t)v(t)dt converge, par intégration par parties, on a :
0

400 400 . ~
@) = [ )] ™ — /0 w(t)' ()t = 2(In(a)—iz) /0 Vit atdt = —9i(In(a)—iz) ] (x).
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~ 1
Donc | f est solution sur R de 'équation différentielle (E) : 3’ + my =0
x+iln(a
1 x iln(a)
Vz € R, - = _
2(z +iln(a))  2(z2 +1mn%(a)) 2(z2+1n?(a))
_1 2112 i C
La solution générale de (F) s’écrit y(x) = Ce * In(a”+in"(a))+ arcwn(l“(” ) et y(0) = n(a)
n(a

En posant u = y/tIn(a), €, bijectif, strictement croissant de ]0, +oc[ sur ]0, +oco[, on a :

f(O):/O%O e_t;;a)dt \ﬁ/m et du—\/i /%o e du ‘F

Donc |Vz € R, f(z) = VT 7 e*%amtan<lngfa)> i
(22 + In*(a)]

Probleme 2 : expliciter une fonction intégrale a parameétre a partir de sa dérivée seconde

1 —cos(zt) _,
——e .

+oo
1. Soit z € R fixé. On pose g(z) = / f(x,t)dt, avec f(z,t) = 2
0

t— f(x,t) € €°(]0, +00[), comme produit de fonctions continues.

f(z,t) o (2% 4 o(1))e™" " 2%, Donc t — f(x,t) est prolongeable par continuité en 0.
— —

Par I'inégalité triangulaire, V¢ > 1, |f(z,t)| < 2e™". Et t — e~ est intégrable en 4-oc.

Donc, par comparaison, t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +o00] et ‘ g est bien définie sur R |.

2. Soit a > 0. Pour tout (z,t) € [—a, a]x]0, +oo[, on a : |sin(xt)| < |zt| < alt| et

sin(xt) ‘ ot |sin(zt)| _, < alt| _, — ge—t
t t] [t]

3. e Pour t €]0, +oo] fixé : x — f(z,t) € €}(R), comme fonction cosinus, et on a :

_ sin(wt) ot

t) =
&L‘( ) t
e Pour z € R fixé : t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +oo[, d’apres la question 1.

of

e Pour x e R fixé : t — —
ox

(z,t) € €°(]0, +o0[), comme produit de fonctions continues.

0
e Soit a > 0. Pour tout z € [—a,a] et tout ¢ €]0, +oc[, on a : ‘(af(:x,t)‘ < ae”t = (t).
x

¢ est intégrable sur [0, +oo].

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, g est €' sur tout segment [—a,a] et

+oo o3 t
Vz € [~a,a], g'(x) :/ Smix)etdt !
0

Si z € R, il existe a > |z| tel que x € [~a,a]. Donc | g est de classe ¢! sur R |.
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of

4. e Pour ¢ €]0, 400 fixé :  — a—(a:,t) € €'(R), comme fonction sinus, et on a :
x
0% f _
@(:n,t) = cos(zt)e "
, of o s TN
e Pour x € R fixé : t — 8—(3@, t) est intégrable sur |0, +oo[, d’apres ce qui précede.
x
2
e Pour z € R fixé : t — W(m, t) € €°(]0, +o0[), comme produit de fonctions continues.
x

0% f

e Pour tout = € R et tout ¢ €]0, 400, on a : ‘62
x

<x,t>' <ot = (1)

1 est intégrable sur [0, +o00].

Par le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, ¢’ est €' sur R et

+00 +o0 . 1 1
VzeR, g"(x)= / cos(zt)e fdt = Ré (/ et(lm)dt> = Ré < )
0 0

1—iz) 1422

1

Donc | g est de classe €2 sur R et Vo € R, ¢"(z) = T2l
x

+oo
5. Donc ¢'(z) = arctan(z) + C, avec C = ¢'(0) = / 0dt = 0. Par intégration par parties, on a :
0

g(x) = xarctan(z) — / #dt + C = zarctan(z) — In(v/1 + 22) + C,

+oo
avec C' = ¢(0) = / 0dt = 0. Ainsi, |Va € R, g(x) = zarctan(z) — In(v/1 + 22?) |.
0

Probleme 3 : solution DSE d’une équation différentielle - d’apres oral I 2022

1. Soit la propriété &2, : 71 < u, < 4”.
euy=1¢€[l,4] et uy =2 € [1,4] donc F et Z; sont vraies.

e Si &, est vrale aunrangn > 1, alorson a: 1 <wu, <4 et

n+ 2 4(n+2) 2(n+2) n—1
1<14+—"-—-< <l+—F=4+ —--—-—-3=4— <4
I B T i § B | N+l

~—— S——

>0 >0

donc &, 41 est vraie.

Par récurrence, ‘Vn eN,1<u, <4 ‘

2. On en déduit que R (Z unx") <R (Z x") =1et que R (Z unx”> >R (Z 43:") =1.

Donc |le rayon de convergence de la série entiere g upx" est R=1]|
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3. La fonction S est donc € sur | — 1,1] et, par dérivation terme a terme, on a :

+o0 +oo T +o0 +o0 1 x
S'(x) = Z(n+1)un+1x” = Z(n+1)x"+§ Znunxnfl—i—z Upa™ = m+55’(x)+5(x).
n=0 n=0 n=1 n=0
Done | ¥z €] — 1,1, §'(z) = 2 + 2 S()
T C(1-2)22-2) 2-=z '
S est donc solution sur | — 1, 1] de I’équation différentielle (E) : 3’ + 2 2
1 — : = .
’ q Y2V T a2 o)
5z . N .z . s _21n(‘;p_2‘) C
L’équation homogene associée a pour solution générale yp(z) = Ce = W
m [e—
. - C(x)
On cherche une solution particuliere de (E) de la forme yp(z) = @27
x J—
2(z — 2)? 2(2 — 2 2
yp est solution de (E) ssi C'(z) = (z —2) = 2-2) = +

1-2)22-2) (Q1-22 1-2 (1-2)%

2
C(z)=-2In(1 —x) + 1 convient et la solution générale de (E) s’écrit :

— T

y(z) = yg(x) +yp(x) = @;_12)2 <C —2In(1 — ) + 1237> et y(0) = %

S(0) = up = 1 donc |Vz €] — 1, 1], S(x)—(x_lz)2<2—21n(1—x)+lix>.
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