Maths en PT* le 19/11/2024

Eléments de correction du DM n°5

Probléme 1 : puissances d’une matrice n X n particuliére - d’aprés oral 11 2023

A=1,+ J,,ouJ, € #,(R) a tous ses coefficients égaux a 1.
JL=n07,, J2 =nJ, et si J¥ = nF~LJ, & un rang k € N*, alors JE! = J,JF = nk=1J2 = nkJ,.
Par récurrence Yk € N*, J¥ = n*=1J, et, par la formule du binéme (I, et J,, commutent), on a :

p

p
* _ n+1)P -1
e, e ap =3 (D)= (3 (0 ) n EDL,
k=0 k=1
formule encore vraie si p = 0 car A? = I,,. On cherche a,b € R tels que :

A(al, +bJy) = I, <= aly + bJyp + aJyp + bndy = I, <= (a — )T, + (a + (n+ 1)b).J, = 0,

1
n+1

1 1
Donc A(I,— ——J,|=(1I,— ——J,) A=1, et A est inversible d’inverse A~ = I,, — In.-
n+1 n+1

Par la formule du binéme, on a :

* — —1\P 1 P . p —1 g

k=0
1< —n \" 1)7—1
— 0 (A () () ) =g L
n k) \n+1 n
k=1
1P —1
Finalement, |Vp € Z, A? = I, + (n+1) JIn |
n

Probléme 2 : projection d’une droite affine de ’espace - d’apres oral 11 2023

1. Soit % la base canonique de R? et v = (z,y,2) € R3. On a :

VEP<—=r=2y—z<=v=_2y—29,2) =y(2,1,0)+2(-1,0,1).
~—— ——

=u1 =us

2 -1 1
Donc P = Vect(uy,uz). Soit B’ = (u1,uz,u) et P=Matzg(%B)=| 1 0 2
0 1 1

det(P) # 0 donc &' est une base de R? et |R? = P @ A|, par le théoreme de la base adaptée.

De plus, P est la matrice de passage de la base canonique 4 a la base %4’.

1 -1 1
Par I’algorithme de Gauss-Jordan, on obtient P! = 1/2 -1 3/2
~1/2 1 -1/2

1¢r® méthode : p étant le projecteur sur P parallelement & A alors P = Im(p) = Ker(Idgs — p)

et A = Ker(p). Ainsi, la matrice de p dans la base %' est D =

O O =

0
1
0

o O O

Lycée Jean Perrin Page 1/3 Marseille



Maths en PT* le 19/11/2024

Par la formule de changement de base, sa matrice dans la base 2 est A = PDP~!. Donc

2 -1 1 1 0 0 1 -1 1 3/2 -1 1/2
A= 1 0 2 0 1 0 1/2 -1 3/2 = 1 -1 1
0 1 1 00 0 ~1/2 1 -1/2 1/2 -1 3/2
3x — 2 -2 3
On obtient ainsi que p(z,y,z) = <xzy+z7w —y+ 2z W)

2ieme méthode : On calcule les coordonnées d’un vecteur v = (z,y, z) dans la base %' :

T rT—y+z
-2 3 — 2y —
Py | = =23 | doncu= (@ —yt 2y + LY TTRAY T2
> —x+2y—z 2 P 2
2 eP en
p étant le projecteur sur P parallelement a A, on a :
r—2y+ 3z 3x —2y+ =z T — 2y + 3z
p(x,y,2) = (@ —y + 2)ug + Ty = (TR gy TR
2 2 2
3/2 -1 1/2
La matrice de p dans la base canonique % est donc | A = 1 -1 1
1/2 -1 3/2

Remarque : Si s est la symétrie par rapport a P parallelement & A alors on a s = 2p — idps.

2 =21
Donc la matrice de s dans la base canonique # est B=2A—I3=| 2 -3 2
1 -2 2
On en déduit que s(z,y,2) = (22 — 2y + 2,2x — 3y + 2z, — 2y + 2z).
r = 2t
o.opi Pyt = by = Bl - - teRr
2v 4y =1 y = 1—-22 L .

Donc D est la droite passant par le point (0, 1,0) de vecteur directeur w = (2, —4,1).

L’image de D par la projection sur P parallelement & A est la droite D’ passant par ', image
de Q par cette projection, et dirigée par w' = p(w).

Ainsi, | D’ passe par le point (-1, —1,—1) et est dirigée par le vecteur v’ = (15/2,7,13/2) ‘

Probleme 3 : matrice a diagonale strictement dominante - d’apres oral II 2019

1. ‘A n’est pas d.s.d. ‘ car |ags| =2 < 3 = |asz2| + |as1|.

| B est d.s.d. |car [1]4|1+i] = 142 < 3, [1+i|+]3] = 3+v/2 < 9/2 et |142i|+|e| = e+ V5 < 5.

2, smA:(Z cbz

Donc |ad| = |a||d| > |b||c| = |be|, ad # be et | det(A) # 0|. On en déduit que [ A est inversible |

> € M3(C) d.s.d.. On a : det(A) = ad — be, avec |a] > |b] et |d]| > |c|.
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0

n n
3.(a) AZ = : |, donc Vi € Hl,nﬂ, Zaijzj =0et a;z; = —Zaij2j~
0 j=1 ]:1
J#i
M = rrﬁax]]|z¢] > 0 donc, par 'inégalité triangulaire et linéarité de la somme, on a :
i€[l,n
n n n
Vi€ [L,n], lail ||z = laizi| = D aizzi| <D laigl |z5] <MD agj) -
=l i=1 <M i=1
J#i J#i = J#i

n
Donc | Vi € [1,n], |ail|z| < MZ |aij| |

j=1
J#L

(b) Supposons, par 'absurde, que M > 0. Comme A est d.s.d., on a :

n
Vi€ [1,n], laiil|zi < M) |aij] < Mlaj]
j=1
i
Si M = |z,| alors |aiyi,|M < M|aiy,| : absurde!

Donc M = max |z]| =0 et .

1€[1,n]

On en déduit que AZ = Ogn = Z = Ogn. Donc ‘Ker(A) = {Orn} et A est inversible |.
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