Maths en PT* le 08/11/2024

Eléments de correction du DM n°4

Probléme 1 : développement asymptotique d’une somme de Riemann - d’aprés oral 11 2023

1. Sn(g) est une somme de Riemann sur l'intervalle [0, 1] de la fonction g € €([0, 1], R). Donc

1
Sn(9) — /Og(t)dt-

n—-+o0o
| 1
Vn € N , Up = nz;)]_—l—k/n = Sn(f), avec f b m S %([0, 1],R) Donc

1
Un 2 /0 f(t)dt =1n(2)|.

2. Si g € €%([0,1],R) alors g” est continue sur le segment [0, 1] et, par le théoréme des bornes
atteintes,

IM >0, Vt € [0,1], |¢"(t)] < M.

Ainsi, par I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a :

(t—a)’
5|

vt,a € 0,1], [g(t) — g(a) — (t — a)g/(a)] < M

€ [0,1] et

oo (-2 Q-

€[0,1],on a :

3. Soit n € N*. Pour tout k € [[0 n— ]

vt € 0,1],

Par I'inégalité triangulaire et croissance de I'intégrale, comme

n
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o I k 1 - E\ 2 1
Deplus,/ dt:,/ t—— dt:et/ t—— | dt=—.
k n’ Jr n n2 k n 3n3

Donc, par linéarité de l'intégrale, on a :

k+1
n 1 k 1 k M
Hdt— gl —)—==d [~ ]| < —.
[e 9t ng(n) on2? (n)‘_6n3

Par I'inégalité triangulaire et sommation de ces inégalités, on a :

vk € [[O,n—l]],

n—1 k+1 n—1 k+1
: 1 [k 1, [k : 1 [k 1, [k
ol ) — il < P A R b

Z[/k g(t)dt ng<n> 539 <n>” < Z/c g(t)dt ng(ﬂ) 559 (n)|
k=0 n k=0

< M _ M

- 6n3  6n2

k=0
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n—1 ,k+1 1
Par la relation de Chasles, Z /C g(t)dt = / g(t)dt et, par linéarité de la somme, on a :
k=0"n 0

[ a0t =500 - =506 < |
4. Ainsi, /1 g(t)dt — Sn(g) — iSn(g') = o <1> et, comme ¢’ est continue sur [0, 1], on a :
0 2n n—+o0 n
Su(g) = /01 g (£)dt + o(1) donc %Sn(g') = gm;ﬂ“” +o (i) .
Donc | Sp(g) = /01 g(t)dt — g(l)z—ng(()) +o <71L> )

1 1 1
Sig=f,avec f:t+— 1% € €°([0,1],R), on obtient : |u, = In(2) + — + o <> :

Probleme 2 : suite d’intégrales généralisées - d’apres oral 11 2024

+oo ploa1Hoo 1
1. Soit o > 1 fixé. I = / —dx converge (d’apreés le cours) et In o = [ }
1 T

1—al, a—1"

1 n
Pour n € N* fixé, fon:z— % € €°([1, 4+00[), comme composée et quotient de fonc-

tions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

1

En +00:Si1<f<aalors fon(x) = 0 <B>’ par croissance comparée car a — 3 > 0.
—_— x 0 X

1
T — i est intégrable en +oo, car 8 > 1, donc f,, aussi et donc I, , converge.

xl—a
On pose u(x) = o et v(z) = (In(x))".
u,v € €H([1, +oo]) et Vo > 1, u/(x) = xia et v'(z) = n(ln(i))"l De plus, on a :
(In(z))"

u(z)v(z) = 0,

(1 —a)z=! z—+00
par croissance comparée, car o — 1 > 0. Comme /I, ,, converge, par I.LP.P., on a :
In = [ (In(z))" rm n /+o<> (@)
1

(1— )zt * x

1 a—1
=0 :Ioz,nfl

n! n!

En cascade (ou par récurrence), on obtient : |Vn € N, I, ,, = WIQ,O W .
o — o —

Lycée Jean Perrin Page 2/4 Marseille



Maths en PT* le 08/11/2024

. ¢ (In(t))"
2. Soit n € N. Comme pour I, , avec a = 2 > 1, on montre que

. Ty dt converge.

1
On pose t = —, €1, bijectif, strictement décroissant de ]0, 1] sur [1,+oo[ et on a :
x

T (In()" "(In(1/z))" ( da w1 (n(z)"
/1 42 dt“/o L5 (1/2) <_g;2> = (1) /0 a2 &

—+00 1 n
3. On en déduit que E,, = / (1n_(:6))2d:1: converge en 0 et en +00 et, par la relation de Chasles,
0 Xz
! (In(x))" ¢ (In(2))" ¢ (In(2))"
E, = ——d —dx=[(-1)"+1 ——dx.
/0 T a2 x+/1 a2 [(—-1) +]/1 T4 g2 47

Donc, par linéarité de l'intégrale en cas de convergence, on a :

+o00 In(x 2k +o0o In(x 2k +o00 In(z 2k
E%:2/1 (I(Jr)x)zdaz:2/1 ((362»01&:—2/1 de,

+o00 In(z 2k

avec 2/ %dx = 2Iy9, = 2 (2k)!.
1 X

De plus, par positivité et croissance de l'intégrale en cas de convergence, on a :

+oo (I ())2F +00 (In(x))2* (2k)!

Donc | Eo,  ~  2-(2k)!|

k——+o0

Probleme 3 : intégrale généralisée a borne variable - d’apreés oral IT 2023
1. Soit P € R[X] et z € R fixés. 1 : t — P(t)e! € €Y(] — o0, z]).

1
En 400 :9(t) = o <752>, par croissance comparée.

t%:oo

1
t— o] est paire et intégrable en 400, car 2 > 1, donc intégrable en —oo (en posant t = —u).

T
Donc v est intégrable en —oo et donc / P(t)e'dt converge |.
—00

2. Soit P € R[X] fixé. Par la relation de Chasles, on a :

Vr € R, /x P(t)eldt = /0 P(t)dt +/0ww(t)dt.
Comme ¥ € €°(R), par le théoréme fondamentale du calcul intégral, ¥ : z — / ’ P(t)e'dt
est une primitive de ¢ sur R. Ainsi, ¥ € €(R) et Vo € R, ¥/(z) = (z) = P(:J;)ex._oo
Remarque : D’apres le cours, VU (z) = Q(x)e”, avec @ € R[X] et deg(Q) = deg(P).
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x
Donc|pp iz +—>e™ " / P(t)e'dt est dérivable sur R |, comme produit de fonctions dérivables.

—0o0

De plus, |Vz € R, ¢p(z) = —e U (z) + e "(z) = —pp(x) + P(x) |

Remarque : pp est solution de 1'équation différentielle y' + y = P(z) sur R.

xX
3.(a) | fu(eo) = e_x/ eldt = e %e® =1 =¢g|et, par LP.P., on a :

—0o0

Vk € N*, fao(ex) = e_m/ theldt = e™® [tketr —k:/ th=Letdt

— 00

———
=zke” par C.C.

Donc ’Vk e N*, fo(ex) = er — kfz(ex—1) ‘

Remarque : Ici, on identifie la fonction polynomiale & — z* et le polynéome X*.
(b) Soient P,@Q € R,[X] et A € R. Par linéarité de l'intégrale en cas de convergence, on a :
x x
f2(P 4+ Q) = em/ P(t)e'dt + )\ex/ Q(t)e'dt = f.(P) + M f(Q).
—00 —00

Donc f; est linéaire sur R, [X].

D’apres la question 2., f,(P) = e “Q(z)e” = Q(x), avec Q € R[X] et deg(Q) = deg(P).

Donc VP € Ry[X], f,(P) € Ry[X]. Ainsi, | f, induit un endomorphisme de R, [X] |
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