Maths en PT* le 15/10/2024

Eléments de correction du DM n°3

Probleme 1 : modéle de la ruine du joueur - d’aprés oral II 2024

1. (A,, By, Cy) étant un systeme complet d’événements on a :

an + by + cn = P(Ag) + P(B,) + P(Cy) = 1],

Si la particule est a la position 0 au départ, elle s’arréte en 0 avec la probabilité ’ ap =P(A4p) =1 ‘

et en N avec la probabilité ‘ bp =P(By) =0 ‘

Si elle est a la position N au départ, elle s’arréte en 0 avec la probabilité ‘ ay =P(An) = 0‘ et

en N avec la probabilité ‘ by =P(By) =1 ‘

2. (D, D) étant un systeme complet d’événements, par la formule des probabilités totales, on a :
vn e [I,N—1], a,=P(D)P(A,|D)+P(D)P(A,|D).

Si la particule est a la position n au départ et que le premier saut est vers la droite alors elle
est a la position n + 1. Donc P(A,|D) = an41 et, de méme, P(A4,|D) = a,—_1. Ainsi,

e [LN—1], an = panes +qani)

3. (ayn) est récurrente linéaire d’ordre 2 homogene a coefficients constants, d’équation caractéris-
tique pr? — r + ¢ = 0, de discriminant A =1 —4pg =1 —4p(1 —p) = (2p — 1)? > 0.

1
OSipZE:an:(An—{—B)xl", avec A, B € R.

ag =1 B = 1
anN = 0 A = —%
N—n
D Vne[1,N-1], a, = .
ans ce cas, ne[[, ],a ~
1 n
OSip;«ézzan:Axln—i—Bx(q) , avec A, B € R.
p
B = L
aw = 1 A+B =1 =(5)
<~ N e
{aN:O A+B(4) = 0 PR )
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vn e [1,N —1], a M

4. De méme, |Vn € [[1, N — 1]], bn, = pbpt1 + gbn—1 | et on trouve :

Dans ce cas,

n

1
osip:§: Vne[[I,N—l]],bn:N,an—l—bnzletcnzl—(an—i—bn):O;

n

)

1

osipyéiz Vne[[1,N—1]],bnzip]\,,an+bnzletcn:1—(an+bn):0.

- (3)
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Probléme 2 : suite récurrente d’ordre 1 - d’aprées oral II 202

1. up >0 et siuy, >0 aun rang n € N, alors u,y1 = uze” “" > 0.

Par récurrence, Vn € N, u,, > 0 et donc u,41 — uy = up(e”“» —1) <O0.

Donc ‘ (up) est décroissante | minorée par 0.

Par le théoreme de la limite monotone, (u,) converge vers un réel £ > 0.

Par continuité de exponentielle, on a: £ =fle* <= =0oue ‘' =1<= ¢ =0.

Donc| lim wu, =0|
n—-+o0o

2. En cascade, u, = up_1e” "1 = uy_ge” U122 = L = gpe” Uno 1T Un—2T O,

n—1

Donc |Vn € N, Up, = U “k=0 Uk |

n—1
3. On en déduit que Vn € N, Zuk =1In (u0> — 4oo, car ug >0 et u, — 0F.

Up, n—-+o0o n—-+o0o
k=0

Donc ‘la série de terme général u,, diverge ‘

4. Upy1 — Up = Up(e™* — 1) ~ —u2 < 0. Donc Zu% est de méme nature que Z(unﬂ — Up).

La suite (uy) converge donc la série télescopique g (Up41 — up) converge.

2
Donc E u,, converge |.

Probleme 3 : suite d’intégrales sur un segment - d’aprés oral II 2023

1
1. uy = / e®dz = [®]} donc . Soit n € N.
0

n n+1 . .
Pour x € [0,1], 2™ > 2"*! donc e*” >e® > 0, par croissance de '’exponentielle.

Par positivité et croissance de l'intégrale sur un segment, u, > un+1 > 0. Donc

‘ (uy) est décroissante, minorée par 0 et convergente |, par le théoréme de la limite monotone.

2. frxr—e®—1—(e—1)x est € sur R, comme somme de fonctions qui le sont.
Ve eR, fl(z)=e"—e+1>0<=¢e">e—1<=x>In(e—1),
avec In(e — 1) €]0,1[ car 1 <e—1<e.
Donc f est décroissante sur [0,In(e — 1)] et croissante sur [In(e — 1), 1].
De plus, f(0) = f(1) = 0 est le maximum de f sur [0, 1].
Donc Vz € [0,1],e* —1—(e—1)z <0ete® <1+ (e —1)x.

Donc ‘Vy €01, 1+y<e!<14(e—1)y ‘ L’inégalité de gauche est a savoir.

Ainsi, V2 € [0,1], 2" € [0,1] donc 1 + 2" < e <14 (e — 1)z". Par croissance de l'intégrale,

1 1
1 —1
VnGN*,/O(1+x")dx§un§/0[1+(e—1):ﬂ”]dx, doncl+m§un§1+2+1.

Donc| lim wu, = 1|, par encadrement.
n—-+o0o
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1 -1
3. D’aprés ce qui précede f =1letVne N, 0 < —— <wup, — 1< i .
n+1 n+1

e Si a <0 : lasuite ((un, —1)*) ne converge pas vers 0 et la série Z(un — 1)“ diverge.

> 0.

L (e—1)° 1 1
e sV s R e Y e

Par comparaison de séries & termes positifs et le critére de convergence des séries de Riemann,

e Sia>0:VneN

la série Z(un — 1)® converge ssi a > 1|,
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