Maths en PT* le 27/09/2024

Eléments de correction du DM n°2

Probléme 1 : étude d’une courbe paramétrée - d’aprés Mines-Télécom 202/

e x et y sont définies et €°° sur R*, comme sommes de fonctions qui le sont. De plus,
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e I admet une tangente horizontale au point M (—1) de coordonnées (—1,3).

e I admet pour unique point stationnaire M (1) de coordonnées (3, 3).

W(t) = ( /¢! )e W(t) = <_24/t5>

Vi € R*
BT 2 46/t a3 —24/t5

donc, d’apres la formule de Taylor-Young, on a :

MM = (- 1) (2) 1) (_j) +a((t - 1)%),
négligeable

3 —4
avec U = (4) qui dirige la tangente a I' en M (1), ¥ = < 4) qui n’est pas colinéaire & @, (t —1)2 >0
et (t —1)3 qui change de signe en 1. Donc M (1) est un point de rebroussement de 11 espece.

t 2t
@ ~ — = — — Zo00. Donc I' admet une branche parabolique verticale en +oo.
x(t) o0 2t 2 t—too

y(t) 1/t 2
o — ~ ——=1—letylt)—z)=t"-2t+1 — 1.
x(t) o 1/t t—0% y(t) —2(®) t—0%
Donc I' admet une asymptote oblique 2 d’équation y = x + 1 lorsque t —» 0.

De plus, y(t) —z(t) — 1 =1t> — 2t ~ —2t, positif en 0~ et négatif en 0T,
0

Donc I est au-dessus de 2 lorsque t — 0~ et en-dessous lorsque t — 0.

Probleme 2 : intersection des tangentes avec l'azxe des abscisses - d’aprés oral II 2023

t t
1. Soit t € R. tan<2> > (0 <«= Jk € Z, §E}O+k7r,g+k7r[<:>5|k;ez, t € 12km, (2k + 1)m].

Donc |le domaine de définition de I" est 2 = U 12km, (2k 4+ 1)w[|.
kEZ
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Maths en PT* le 27/09/2024

Remarque : Pourt € Z,t+2n € Y et on a:
x(t+27) = cos(t+2m)+1In <tan (; + 77)) = z(t), y(t+27) = y(t) et donc M (t+2m) = M (t).
On peut donc restreindre 1’étude a 'intervalle I =|0, 7[ et la courbe sera compléte.

2. y est € sur I et x aussi, comme composée et somme de fonctions €. Pour t € I, on a :

1
2 cos? (

tan (

) = —sin L = cosz(t) '(t) = cos
) N (&) + sin(t)  sin(t)’ y{t) ®)

[SIES

2/ (t) = —sin(t) +

N[+

d0M B

et = (t):0<:>cos(t):0<:>t:g(cartEI).

Donc | M (g) est 'unique point stationnaire de I"| (sur I). De plus, pour ¢ € I, on a :

, y'(t) = —sin(t),

—sin®(t) — 2 cos?(t) sin(t)
sin(t)

23 (t) = sin(t) — ;YO (t) = — cos(t).

Donc, d’apres la formule de Taylor-Young, on a :
T

()0 5, () ) o ((-5))

—_——
négligeable

0 1 2
U= < 1> dirige la tangente a I" en M (g), U= <0> n’est pas colinéaire & i, (t — g) >0et

3 .
<t — g) change de signe en g Donc | M (g) est un point de rebroussement de 1'**® espece |

3. e x(t) — —o0, par composition et opérations sur les limites et y(t) — 0.
t—0+ t—0+

Donc ‘F admet pour asymptote horizontale la droite d’équation y = 0 lorsque ¢t — 0" ‘

o x(t) t;z +o00, par composition et opérations sur les limites et y(¢) t;{ 0.

Donc ‘F admet pour asymptote horizontale la droite d’équation y = 0 lorsque ¢t — 7~ ‘

4. De ce qui précede, on déduit le tableau de variation et la courbe :

£ t 0 2 ™

15

1 +00

05 M(t) 0
P(t) |
1 y(t) / \
0 0

Lycée Jean Perrin Page 2/4 Marseille



Maths en PT* le 27/09/2024

5. Soit T} la tangente a I en M(¢) régulier. On note P(t) le point d’intersection de la droite T}
i
dOM
dt

avec 'axe (Ozx) et (z,0) ses coordonnées. Comme 7} est dirigée par (t),on a:

—>
M(t)P(t ,dodi”(t)] =0

x — cos(t) — In (tan (%)) C;f(g)

— sin(t) cos(t)

=0

— zcos(t) =In (tan (;)) cos(t).

t
Comme M (t) est régulier, cos(t) # 0 et donc | P(t) a pour coordonnées (111 (tan <2>> ,O> .

Probléeme 3 : cercles tangents a une parabole et passant par son foyer - d’apres oral II 2021

2
o) = L

® , t € R. On note M (t) son point de parameétre ¢.
y(t) = t

1. P est paramétrée par {

e
M ~
Les fonctions x et y sont € sur R et Vt € R, %(t) = <t§p) # 0.

dOM b
Donc P admet une tangente en son point A(a,b) = M (b) dirigée par @ = pT(b) = ( ) et
b

une normale N dirigée par 77 = <—p) A

T = a—Ap
Donc | N est paramétrée par { S AeERouAeR (a—Ab(1+ X)) |
y = o0+

2. Le centre du cercle passant par F et tangent & P en A est sur la normale NV & P en A et
équidistant de A et de F' (cf. figure ci-dessous). Soit I(a — A\, b(1 + X)) € N. On a :

2
JA=IF <« /\2p2+)\262:<a—)\p—§> FBA(1 4 N)?

2
= %—i—%za2—2a)\p+%—ap+/\7p2+pz+b2+2)\bz+%

9 b2 + p? 2
A(b? 2:—( 3) .
s, MO @t %
A= —
<~ 4p2

b2 2 2b _ b3
Donc |les coordonnées de I sont (3 4—i—p 73p ) .

p 4p?
z(t) = 3241
3. Si p =1, le lieu des points I est donc la courbe paramétrée T : { 3t4t3 , teR.
y(t) = 1
x étant paire et y impaire, on peut restreindre ’étude a Ry et compléter la courbe par symétrie
3t 3(1—¢2
orthogonale d’axe (Oz). Vt € R, 2/(t) = ) et y/(t) = (4) D’ou
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eyt) =0<=t(3-13)=0<=t=0o0ut==+V3.

x(t)

oo

y(t)

La courbe T coupe l'axe (Oz) en M(v/3) = (5/2,0) et en M(0) = (1/4,0), avec une tangente

verticale en M (0).

y(t) t

eEn 400, —% — = — —©

$(t) +oo 3 t—+o0

Donc 7 admet une branche parabolique de direction (Oy) en 400 et en —oo par symétrie.
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